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Análisis Matemático II 

Guía de Trabajos Prácticos 

Esta guía pretende ayudar al alumno a incorporar las herramientas matemáticas co-
rrespondientes a la asignatura, que son imprescindibles para el estudio de una carrera de inge-
niería. Para ello no alcanza con la simple repetición de procedimientos de cálculo, por lo tan-
to, en cada práctica se proponen ejercicios específicos, ejercicios integradores y cuestionarios 
que permitirán que el estudiante analice y asocie temas. 

Con la primera práctica,  ecuaciones diferenciales-1° parte, se realiza una introduc-
ción a las ecuaciones ordinarias de 1° orden (variables separables, lineales y reducibles a 1° 
orden), de manera de disponerlas para resolver situaciones que se van planteando en otras 
partes de la guía. En el TP-12 se completa el estudio del tema incorporando otros tipos de 
ecuaciones diferenciales.  

La necesidad de familiarizarse con la aplicación de métodos computacionales nos im-
pulsó a elegir uno de los utilitarios disponibles y hacer algunas menciones referidas a la forma 
de utilizarlo. Hemos optado por el Mathematica(*), que permite trabajar en forma simbólica y 
también numérica, disponiendo de funciones para generar distintos tipos de gráficos en dos y 
tres dimensiones, resolver sistemas de ecuaciones algebraicas y diferenciales, y varios paque-
tes especiales para aplicar en estadística, física, análisis frecuencial, etc.   
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Nomenclatura Básica 

IR      o Â  Conjunto de los números reales. 

ZZ  Conjunto de los números enteros. 

IN Conjunto de los números naturales (IN  =  ZZ + ). 

IRn
 Espacio euclídeo real  n-dimensional ( n Î IN ). 

Los puntos de IRn
 pueden indicarse con XX o , la línea sobre la letra in-

dica 1>n ; también pueden usarse letras minúsculas según convenga. 

YX ×  Producto interior (o escalar) entre elementos de IRn. 

YXÙ  Producto vectorial (sólo para vectores de IR 3). 

|||| X  Norma o longitud de  ÎX IR n  ,  XXX ×=|||| . 

E(A , r) Esfera o bola abierta con centro en A y radio 0>r . 

E(A) Entorno del punto A (conjunto que incluye alguna E(A , r) ). 

( )SCf pÎ  

 

Indica que  f  tiene derivadas continuas hasta el orden  p  en todo punto de 
S, entendiéndose derivadas parciales para funciones de varias variables. 

=&  Símbolo de “igual por definición”;  por ejemplo:  si 0¹n , ||| nnn =&
(

 . 

Ì  Símbolo de inclusión en sentido amplio, BABA ÌÞ= . 

D¶  Frontera del conjunto D. 

xf
x

f
¢º

¶

¶  Derivada parcial de  f  respecto de la variable x .  

 
Otra nomenclatura específica se indica en el comienzo de algunas prácticas. 
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 1 .  Ecuaciones diferenciales – 1° parte 
Nomenclatura y consideraciones básicas: 
· S.G.  simboliza solución general, S.P. solución particular, S.S. solución singular. 
· Las soluciones de una ecuación diferencial ordinaria de orden n son relaciones entre las 

variables que satisfacen a la ecuación diferencial; en especial, la S.G. debe contener n 
constantes arbitrarias esenciales.  

 

01) Determine el orden y, si existe, el grado de las siguientes ecuaciones diferenciales ordina-
rias. Reconozca aquellas que son del tipo lineal. 

a) 22 )()( yyyy ¢-=¢¢¢-¢¢  c) 053)()1( 24 =+¢¢¢+¢¢+ yxyyx  e) 03 =- dxydyx  

b) 0)( 4 =¢+¢¢¢ yxy  d) 3)sen(3 xyyy =+¢-¢¢  f) 014 =-+¢-¢¢ xyyx  
 

02) Verifique que:  

a) 1-+= - xey x   es una solución de  xyy =+¢  que cumple con ( ) 00 =y . 

b) xxy ))ln(2( -=  satisface la ecuación diferencial 0/04 2 >"=+¢¢ xxyyx  y tiene re-
cta tangente de ecuación 2=y  en el punto )2,1( .  

c) 21
2 CxCy +=   es  S.G.  de  022 =¢¢+¢ yyyy . Halle la S.P. que en ),1( 0y  tiene recta 

tangente de ecuación 12 -= xy . 

d) xy =  es una solución de xyyyy =¢¢+¢ 22 . 

e) 2CxCy += es  S.G., 4/2xy -=  es S.S. de 2)(yyxy ¢+¢=¢ . Halle las soluciones que 
pasan por )1,2( - . 

f) Cyx =+ 22 4   es  S.G. de  xyy -=¢4 . Halle la S.P. que pasa por )1,2(- . 
 

03) Halle la ecuación diferencial correspondiente a las siguientes familias de curvas: 

a) xay 42=  c)   )sen( bxay +=  e)   3
1

21 CxCxCy ++= -  

b) 222 ryx =+  d) xx exbeay +=  f) xaby =  
 

04) Halle la ecuación diferencial de la familia de ... 
a) ... rectas que pasan por )1,1( - . 
b) ... hipérbolas con focos en el eje x, centro en el origen y semiejes  a  variable y 1=b . 
c) ... circunferencias que pasan por el origen y tienen su centro en el eje x . 

 

05) Dadas las funciones gf ,  derivables, se sabe que en general gfgf ¢¢¹¢)( . Para el caso 

en que xxexf 23

)( += , halle las funciones g  para las que se cumple que gfgf ¢¢=¢)( . 
 

06) Compruebe que todas las curvas de la familia )/(1 xCy -=  con ÂÎC , Cx ¹  son solu-

ciones de la ecuación diferencial 2yy =¢ . ¿Existe otra solución?, dibújelas y concluya.   
 

07) Halle, según corresponda, la S.G. o la S.P. de las siguientes ecuaciones diferenciales. 
 

a) )2/()1( 2 yxy -+=¢  con  4)3( =-y  d) )13/()1( 222 ++= ydxxdyx  con  2)1( =y  

b) yxy
dx

dy
x 22=-  e) 

92 +
=¢

x

x
y  con  2)4( =y  

c) 12 -=¢ yxy  f) 2)0(con22 =--+=¢ yyxyxy  



U.T.N. - F.R.B.A. - Análisis Matemático II - Guía de Trabajos Prácticos 
 

 

2 

08) Halle la familia de curvas tales que en cada punto ),( yx  tienen pendiente yx / . 
 

09) Sea Á  la familia de curvas tales que en cada punto tienen pendiente igual al producto de 
las coordenadas del punto, halle la curva de Á  que pasa por )2,0( - . 

 

10) Halle la familia de curvas tales que su recta tangente en cada punto ... 
a) ... pasa por (0,0)   
b) ... es horizontal.    
c) ... tiene ordenada al origen igual a la suma de las coordenadas del punto. 
d) ... tiene abscisa al origen igual al triple de la abscisa del punto. 
e) ... es normal a la recta que pasa por dicho punto y el origen de coordenadas. 

 

11) Sea Á  la familia de curvas tales que su recta normal en cada punto es tangente a la parábola de 

ecuación 2xky =  que pasa por dicho punto. Halle la curva ÁÎC  que pasa por (0,1). 
 

12) Halle las curvas que en cada punto tienen recta normal con ordenada al origen igual a 5. 
 

13) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de 1° orden. 

a) 03=--¢ xyyx  c) xyxyx =-¢+ 3)4( 2 , halle la S.P. tal que 1)0( =y  

b) )cos()(sen)cos( xxxyy =+¢  d) )3(sen2 2 xx
x

y

dx

dy
=-  

 

14) La ecuación diferencial xyxy 62 =+¢  puede resolverse como lineal de 1º orden o bien 
como de variables separables, verifique que por ambos métodos de resolución se obtiene 
la misma solución general (o formas equivalentes). 
 

15) Halle la curva integral de )(sen)1/( xxyy =++¢  que pasa por el punto )1,2/(p . 
 

16) Resuelva el problema de valor inicial )(sen2 xyy =+¢  tal que 1)0( =y . 
 

17) Determine la posición x en función del tiempo t de un punto que se desplaza sobre una 
recta si ... 
a) ... su velocidad xv ¢=& es constante (movimiento rectilíneo uniforme), siendo o)0( xx = . 

b) ... su aceleración  xva ¢¢=¢=&  es constante (movimiento rectilíneo uniformemente ace-
lerado), siendo o)0( xx =   y  o)0( vx =¢ . 

 

18) Sea un cuerpo cuya temperatura T  es mayor que la temperatura AT  del ambiente que lo 

rodea, si AT  se mantiene constante la temperatura del cuerpo disminuye con una veloci-

dad ( dtdT / ) que es proporcional a la diferencia ATT - . Es decir, )(/ ATTkdtdT --=  
donde k  es una constante positiva y t  es el tiempo.(#) 

Suponga que en el instante inicial  0=t  la temperatura del cuerpo es ATT >0 , … 

a) … halle la expresión de la temperatura del cuerpo para 0³t . 
b) … demuestre que a medida que transcurre el tiempo ( ¥®t ) la temperatura del cuer-

po tiende a la del ambiente. 
c) … calcule el valor de k  sabiendo que en 30 minutos y con una temperatura ambiente 

de 0 ºC la temperatura del cuerpo disminuyó a la mitad de su valor inicial. 

                                                      
(#) Ley de enfriamiento de Newton. 
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19) Verifique que las siguientes familias de curvas son ortogonales. 

a) 
ïî

ï
í
ì

=

=+
4

2

1
22 4

xCy

Cyx
 b) 

ïî

ï
í
ì

=+-

=+-

2
22

1
22

))2ln(sen(

))2ln(cos(

Cyxyx

Cyxyx
 

 
20) Halle la familia de curvas ortogonal a la dada. 

a)  Cxy += 2         c)  xxCy =+ )1(        e)  )2(sen xCy =  

b)  xeCy =            d) )ln( Cxy +=          f)  0,)( 22 >=+ kxkyx  
 

21) Determine  a  de manera que las familias xAy =3    y   222 Byax =+  sean ortogonales. 
 

22) Sea la familia de curvas de ecuación CxCy += , calcule la longitud de la curva de la 
familia ortogonal que pasa por (1,2). 
 

23) Dada  02 =¢-¢¢ yyx  halle la S.P./ 3)1()1( =¢= yy  aplicando la transformación w y= ¢ .(#) 
 

24) Halle la S.G. de xyy =¢-¢¢ 2 . 
 

25) Halle la S.G. de xyy =¢¢-¢¢¢ . 
 

26) Si py  es S.P. que pasa por (2,3) de )(22 xfyyx =-¢¢ ,  verifique que pyxy =  es  S.P. de 

la ecuación diferencial )(2 xfyyx =¢-¢¢  que pasa por (2,y0). Halle y0. 
 

27) Sea )(xfy =  la S.P. de  yyxx =¢+ )(   que pasa por (a,0) con 0>a , demuestre que  f  
produce un máximo absoluto en el intervalo [0,a]; ¿cuál es el valor de dicho máximo?.  

 

28) Dada la ecuación diferencial 0)1()1( 2 =-+¢- yyxyx , … 
a) … halle su solución general. 
b) … verifique que existe sólo una solución que pasa por el punto )2,3( . 
c) … verifique que por los puntos )1,1(-  y )1,1(  pasan infinitas soluciones. 

 

29) Se sabe que xxy -= 3   es una solución de la ecuación diferencial 22)( xyxy =+¢ b , 
halle la solución de dicha ecuación que verifica 4)1( =y . 
 

30) Optativo: Halle las soluciones de 0)( 222 =-¢ yyx  que pasan por (1,1). 
 

31) Optativo: Halle la solución general que se indica en el ítem “02) c)”. 

                                                      
(#) Transformación de reducción de orden, útil cuando en la ecuación diferencial no figura la  y. 
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 2 .  Nociones de Topología - Funciones 

01) Sea 
1

)2(
)(/:

4

-

+
=Â®ÂÌ

x

xx
xfDf  donde D  es el dominio natural de f .  

En el siguiente gráfico se indican los puntos DPPP Î321 ,,  y DPP Ï54 , . Para cada uno de 

esos puntos indique si es punto interior, exterior o frontera de D ; también indique si es 
punto aislado de D  y si es punto de acumulación de D .  

 
 

 

Nota: Observe que }1102/{ >Ú<£Ú-=ÂÎ= xxxxD . 
 

02) Sea }0)2()2(40/),({ 22222 =-+-Ú<+<ÂÎ= yxyxyxS  el conjunto que se re-
presenta sombreado en la figura de la derecha. Observe que el punto SÏ)0,0( , mientras 
que )2,2(=A  es un punto aislado de S . 

a) Halle la frontera ( S¶ ) de S . 
b) Halle el conjunto     de puntos interiores de S . 
c) Halle el conjunto S ¢  de los puntos de acumulación 

de S , denominado conjunto derivado de S . 
d) Analice si S es cerrado, abierto, acotado. 
e) Halle el conjunto SSSCl ¢È=)(  que se denomina  

clausura o adherencia de S . 

 
 
 
 
 
 
 
 

03) Represente geométricamente los siguientes conjuntos de puntos. En cada caso indique 
cuáles son sus puntos interiores, frontera y exteriores, analice si el conjunto es cerrado, 
abierto, acotado, compacto, conexo. 

a) }1,04/),{( 222 ³+£-+ÂÎ yxyxyx . 

b) }0,274/),{( 222 ³£+ÂÎ xyxyx . 

c) }2,3/),{( 222 ³+£-ÂÎ yxyxyx . 

d) },,0/),,{( 0
2222223 +ÂÎÙ>Ù=+Ù=+ÂÎ zyxaazxayxzyx . 

e) }9/),,{( 2222223 <++Ù<+ÂÎ zyxzyxzyx . 
 

04) Verifique que  }4/),({ 2 £ÂÎ= yxyxS  es cerrado y conexo, pero no es convexo. 
 

05) En los siguientes casos, determine y grafique el dominio natural D  de la función. 
 

a) ))2(1)+(ln(=),( xyxyxf - . f) ))(,(=),( 22 yyxxyxf -- + . 

b) ))(ln,)1(,1(=),( 2/1 xyxxyxf -+- - . g) yzyxzyxf -+= 1/)(),,( . 

c) 22 )(1),( yxyxf +-= . h) )2(/)(),( 2222 yxxxyxyxf ---+= . 

d) )ln(),,( yxzzyxf --= . i) ò
-+=

y

x
dttyxf 12)1(),( . 

e) yxyxyxf --= 2/)ln(),( . j) ))/((arcsen),( yxxyxf += . 
 

 

x 

 
1

P   
2

P   
3

P   
4

P   
5

P  
) ( 

–3 –2 0 1 2 

2 x 

y 
A 

S 
o 
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06) Represente geométricamente los conjuntos de nivel de los siguientes campos escalares: 

a) 2),( -= yxyxf . e) ( ) )(ln,, 222 zyxzyxf ++= . 

b) yx
eyxf =),( . f) ( ) )(/, 22 yxxyxf += . 

c) zyxzyxf -+= 22),,( . 
g) 

ïî

ï
í

ì

=

¹
= +

)0,0,0(),,(si0

),0,0(),,(si
),,( 22

||

zyx

zzyx
zyxf yx

z

. 
d) yxyxf += ||),( . 

 

07) Para cada uno de los siguientes campos escalares definidos en su dominio natural: 
· determine el conjunto imagen, 
· halle el conjunto de positividad, 
· represente la gráfica en el espacio xyz  y analice las intersecciones con los planos coor-

denados.  

a)  ( ) 22, yxyxf += . d) ( ) yxyxf --= 2, . 

b) ( ) 22, yxyxf += . e) ( ) 22, xyxf -= . 

c) ( ) 229, yxyxf --= . f) ( ) 22 2, zxxzxf +-= . 
 

08) Proponga un campo cuyo dominio natural  D Ì IR 2       cumpla con: 

a) 122 >+ yx .    b) xyx 2822 -£+ .     c) 31 <+£- yx .    d)  0)2()1( 22 >-+- yx . 
 

09) Dibuje los siguientes conjuntos de puntos e indique si tienen algún nombre en especial: 
 

a) }2/),,{( 223 yxzzyxS -=ÂÎ= . d)  }||/),,{( 3 xzzyxS =ÂÎ= . 

b) }14/),,{( 2223 =--ÂÎ= yxzzyxS . e)  }4/),,{( 3 =+ÂÎ= yxzyxS . 

c) }1
94

/),,{(
2

2
2

3 =++ÂÎ=
z

y
x

zyxS . f) })(sen/),,{( 3 yzzyxS =ÂÎ= . 
 

10) Grafique el conjunto imagen de:    
a) ],0[con))(sen,)cos(()( pÎ= uuuug .  
b) ],0[con),)(sen,)cos(()( pÎ= uuuuug . 

 

11) Sea C la línea que resulta de la intersección de la superficie de ecuación  422 =+ yx  con 
el plano de ecuación  xz =  en el 1° octante.  
a) Dibújela.  
b) Halle una ecuación vectorial. 
c) Halle ecuaciones para las líneas resultantes de proyectar C sobre los planos coordenados; 

analice en forma vectorial y en forma cartesiana. 
 

12) Optativo: Dado el conjunto ÎÚ£+£ÂÎ= - nnyxyxS ,)0,(21/),({ 1222 IN } , halle 
sus puntos interiores, sus puntos aislados, su frontera, su conjunto derivado y su clausura. 

 

Cuestionario 

1. Defina campo escalar y campo vectorial. 
2. Defina gráfica y conjunto de nivel. 
3. Calcule la longitud de la poligonal de vérti-

ces en (1,2,3), (2,4,6), (3,6,7),  en ese orden. 

4. Analice si }0/),{( 2 <ÂÎ yxyx  es un )0(E . 
5. Demuestre que si ayxf =),(   y byxf =),(   

con ba ¹  son dos conjuntos de nivel de f , 
dichos conjuntos no tienen puntos comunes.  
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Ejemplos de graficación de conjuntos de nivel en IR 2  usando el Mathematica 

Para graficar líneas de  f (x,y) = 2 y - x2  en el 
intervalo [-2,2] ´ [-3,3] podemos ordenar: 

ContourPlot[2 y - x^2, {x, 2,2}, {y, -3,3}]; 

 
En este caso -- por defecto(*)-- dibuja algunas líne-
as, sombrea y dibuja un marco externo. 

   Mismo ejemplo especificando opciones: 
   ContourPlot[2 y - x^2, {x,-2,2}, {y, -3,3}, 
                 Contours->8, ContourShading->False, 
                 Frame->False, Axes->True, 
                 AxesOrigin->{0,0}]; 
 

 

Opciones especificadas: Contours ® 8 (dibuja 8 líneas), ContourShading ® False (no sombrea), Frame ® False 
(sin marco externo),  Axes ® True (con ejes),  AxesOrigin ® {0,0} (intersección de ejes en (0,0) ). 

 
 

Para las líneas de nivel de  f x y
x y x

x y x
( , ) =

+ ³

- + <

ì
í
ï

îï

2 2

2 2

0

0

si

si
 , definimos 

f[x_,y_] : =  x^2 + y^2  /;  x > = 0 
                              f[x_,y_] : =  x^2 + y^2  /;  x < 0 

Con la siguiente orden se obtiene el gráfico de la figura: 

ContourPlot[f[x,y], {x,-5,5}, {y,-25,25}, Contours->15, Axes->True, 
                ContourShading->False, Frame->False, AxesOrigin->{0,0}]; 

 
 

 
Otros ejemplos de graficación con el Mathematica 

Superficie de ec.  z = y2
-x2  en  [-8,8] ´ [-8,8]: 

Plot3D[y^2-x^2, {x, -8,8}, {y, -8,8}]; 

 

Conjunto imagen de g t t t t( ) , ,= Î -( ) con [ ]2 1 2 : 

ParametricPlot[{t , t^2} , {t, -1, 2}]; 

 

  

                                                      
(*) Las especificaciones “por defecto” son las que aplica el utilitario sin indicación adicional; para modificar estas 

especificaciones están las opciones seleccionables con el formato  Especificación->Opción elegida. 
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3. Límite y Continuidad 

01) Analice la existencia de los siguiente límites de funciones escalares de una variable. 

a) 
1
12

1 -

-

® x

x

x
lím .  b) 

||
)(sen

0 x

x

x
lím
®

.  c) xlím
x 0®

.  d) )(
0

xflím
x®

 si 
î
í
ì

<

³-
=

0si

0si12
)( 2 xx

xx
xf . 

 

02) ¿Por qué existe el  ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

®
)ln(,

||

)(sen

0
uu

u

u
lím

u
 pero no existe el  ÷÷

ø

ö
çç
è

æ

®
u

u

u
lím

u
,

||

)(sen

0
?. 

 

03) Analice la existencia del  
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

+
+

-

® 23

2

20

)(sen
,21,

)cos(1

uu

u
u

u

u
lím

u
. 

 

04) Represente el conjunto imagen de las siguientes funciones vectoriales de una variable e 
indique en qué casos dicho conjunto es una curva. 

a) )2,()(/: 2 tttgg =Â®Â  e) ),()(/: 22 xxxgDg =Â®ÂÌ  

con }1||/{ >ÂÎ= xxD  b) )||,()(/]2,1[: 2 uuugg =Â®ÂÌ-   

c) ))(sen,)cos(()(/],0[: 2 jjjp =Â®ÂÌ gg  
f) 

ïî

ï
í
ì

<

³+
=

0si

0si1
)(

2

2

uu

uu
ug  

d) )1,2,()(/: 3 ttttgg -=Â®Â  
 

05) Analice la existencia de los siguientes límites de campos escalares. 

a) 
44

33

)1,1(),( yx

yxyx

yx
lím

-

-

®
 h)  

22

32

)0,0(),( yx

yx

yx
lím

+

+

®
 

b) 
22

3223

)0,0(),( yx

yyxyxx

yx
lím

+

-+-

®
 i) 

22)0,0(),( yx

yx

yx
lím

+®
 

c) 
22

2)(

)0,0(),( yx

yx

yx
lím

+

+

®
 j) 

62

3

)0,0(),( yx

yx

yx
lím

+®
 

d) 
542

22

)2,1(),( 22 +--+

+--

® yxyx

yxyx

yx
lím  k) 

22)0,0(),( yx

y

yx
lím

+®
 

e) 
22

23

)0,0(),( yx

yx

yx
lím

+®
 l) 

2/

)1,0(),(

xy

yx
elím
-

®
 

f) 
22

||||

)0,0(),( yx

yx

yx
lím

+

+

®
 m) )cos()1(

22
1

)0,0(),(

3
yxyx

ylím
+®

+  

g) 
222

22

)()0,0(),( yxyx

yx

yx
lím

-+®
 n) )/1cos()/1(sen)(

)0,0(),(
yxyxlím

yx
+

®
 

o)  
ïî

ï
í
ì

=-

¹--
=

® 0si0

0si)/(
),(si),(

22

22223

)0,0(),( yx

yxyxx
yxfyxflím

yx
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p)  
ïî

ï
í
ì

<

³
=

® xyx

xyyx
yxfyxflím

yyx si)(sen

si
),(si),( 1

)0,0(),(
 

q)  
ïî

ï
í
ì

=

¹+++
=

® )0,0(),(si0

)0,0(),(si)/()(
),(si),(

22

)0,0(),( yx

yxyyxxyx
yxfyxflím

yx
 

 

06) Optativo: Sea 
)1ln(

)(sen
2

),(
x

yx
yxf

-
=  

a) Halle el dominio natural D  de f  y grafíquelo. 

b) Analice si existe el ),(
),(),(

yxflím
bayx ®

 para puntos Dba ¶Î),(  (frontera de D ). 

 
07) Analice la existencia de los siguientes límites. 

a) 
zyx

zyx

zyx ++

-+

® )0,0,(0),,(
lim  d) 

333(0,0,0)),,(
lim

zyx

zyx

zyx ++®
 

b) 
yx

yx

yx -

-+

®

2
lim

)1,1(),(
 

e) 
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ -

+® yx

e

yx

yx
yx

yx

1
,lim

22
)0,0(),(

 

c) 
22)2,(2),( 16

)4sen(
lim

yx

yx

yx -

-

®
 f) ),)/1sen((lim

2

)cos(1

)0,(0),( x

x
yx

yx

-

®
 

 

08) Sea S  la superficie de ecuación  22 yxz += , halle la ecuación de una curva  SC Ì  que 
pase por el punto )5,2,1( . Verifique por definición que realmente se trata de una curva. 

 

09) Sea  C  la curva de ecuación  )2,,( 22 tttX =  con  ÂÎt . 
a) Exprese C  como intersección de dos superficies.     
b) Demuestre que C  es una curva plana. 

c) Dada la superficie de ecuación )2,,( 22 vuvvuuvuvuX +-++-+= con 2),( ÂÎvu   
demuestre que C  está incluida en ella. 

 
 

10) Analice la continuidad en el origen de los siguientes campos escalares. 

a) 
ïî

ï
í
ì

=+

¹++

0si0

0si
=),(

2

2)2(/ 3

yx

yxyxx
yxf  e) 

ï
î

ï
í

ì

=--

¹
-

-
=

xyyx

xy
xy

xy
yxf

2si1

2si
2

4
),(

22

  

b) 
ïî

ï
í

ì

=

¹
-

=

0si0

0si
)cos(1

),(
x

x
x

yx

yxf  f) 
ï
î

ï
í

ì

=

¹
-=

||||si0

||||si
),( 22

xy

xy
yx

yx

yxf   

c) 
î
í
ì

=

¹

),0(),(si0

),0(),(si)sen(1/)sen(
=),(

yyx

yyxxy
yxf  g) ( )

ï
î

ï
í

ì

=+

¹+
+=

0si0

0si,

2

yx

yx
yx

y
yxf  

d) 
ï
î

ï
í

ì

=

¹
+

)0,0(),(si0

)0,0(),(si
=),( 62

3

yx

yx
yx

yx

yxf   h) 
ï
î

ï
í

ì

=

¹
+

=

0si2

0si
)(sen)2(

),(

2

y

y
y

yx
yxf  



U.T.N. - F.R.B.A. - Análisis Matemático II - Guía de Trabajos Prácticos 
 

9 

11) Analice la posibilidad de redefinir la función extendiendo su dominio por continuidad. 

a) /}0{: 2 Â®-Âf )(/),(),( 2222 yxyxxyxf += .   

b)  yyxxyxf /)(sen),( =   si )0,(),( xyx ¹ . 

c) /: 3Â®Â+g ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -

t

t
tt

t

t
tg

)(cos1
,)(ln,

||
= )( .          

d)  ),/()( 2 uuuug =  si  0>u . 
 

12) Determine el conjunto de puntos del plano para los cuales  f  es continua y realice la repre-
sentación geométrica de la gráfica de  f . 

a) ( ) ( ) ( )yxyxfyxyyxyxf ,otro0,,40si4, 2222 "=£+Ù£--= . 

b) ( )
22

22

x

)y+sen(
,

y

x
yxf

+
=   si  )0,0(),( ¹yx ,  )0,0(),(si1),( == yxyxf . 

 

13) Sea f x y x x y x y( , ) / ( ) ( , ) ( , )= + ¹3 2 2 0 0si , f ( , )0 0 0= . a) Demuestre que  f  es continua en 
el origen. b) ¿Puede analizar el límite acercándose al origen por la línea de nivel 1 de  f ?.  

 

14) Sean gf y  de 3Â en 3Â campos vectoriales continuos, demuestre que también son con-

tinuos los campos gfhh ×=Â®Â /: 3     y   gfww Ù=Â®Â /: 3 . 
 

Cuestionario 
1. Defina límite de un campo cuando AX ®   acercándose por una curva. 
2. Indique un ejemplo de campo escalar con una discontinuidad evitable. 
3. Indique un ejemplo de campo escalar con una discontinuidad esencial. 
4. Demuestre que toda función escalar continua y no nula en un punto, mantiene su signo en un 

entorno de dicho punto. 
5. Indique un ejemplo de campo escalar que tenga límite, aún con límites sucesivos no existentes. 
6. ¿Puede hallarse un ejemplo como el anterior pero para límites por curvas? 

 
Ejemplo de graficación con el Mathematica 

Orden para graficación: 

Plot3D[Sin[x]/x, {x, –6,6}, {y, –4,4}]; 
 
Comentarios: 

Estamos graficando ( )
x

x
yxf

)sen(
, =  en 

el intervalo [–6,6] x [–4,4].(*) 

Como en la expresión de la función no fi-
gura la variable  y , la forma correspon-
diente a  sen(x)/x  se “repite” para todo 

valor de y. Si se considera  f(0,y) = 1, este 
es un ejemplo de superficie cilíndrica. 

 
 

                                                      
(*)  Si en el gráfico el sistema no incluye puntos del tipo (0, y, f(0,y) ), el utilitario no indica errores. Es interesante 

agregar la opción PlotPoints–>25 y observar el resultado (Plot3D usa 15 por defecto).  
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4. Derivabilidad - Recta tangente y plano normal 
 

Nomenclatura y consideraciones básicas: 

· Trabajando con funciones de varias variables: 

- )(),( A
r

f
rAf

¶

¶
º¢    simbolizan la derivada de  f  respecto de r  en el punto A . 

- Siendo 0¹r , su dirección viene dada por  ||||/ rrr =
(

;  las componentes de r
(

 son los 
cosenos directores de la dirección. La derivada de  f  respecto r

(
 (vector unitario o ver-

sor) también se denomina “derivada direccional” o  “derivada en la dirección de r ”. 
- Las derivadas parciales son derivadas direccionales en la dirección de los versores 

canónicos; es decir,   

)()(),( A
x

f
AfeAf

kk
k x

¶

¶
º¢º¢

(
 

donde )0,,0,1,0,,0( ××××××=
43421

(

k

ke  es el  k-ésimo versor canónico. 

· Una derivada queda definida cuando el límite correspondiente existe y tiene norma finita, 
entendiéndose que: 
- para funciones de una variable la derivada )(af ¢  se estudia suponiendo que  a  es in-

terior al dominio de  f . (*)  
- en el caso de funciones de varias variables, ),( rAf

(
¢  se estudia suponiendo que  f  está 

definida en un entorno de A  sobre la recta que pasa por dicho punto con dirección r
(

; 
es decir, no es necesario que A  sea interior al dominio de la función. 

 
01) Definida la curva C como intersección de dos superficies  S1  y  S2   ( 21 SSC Ç= ): 

· parametrícela convenientemente y halle una ecuación para la recta tangente a  C  en A , 
· halle una ecuación cartesiana y una ecuación vectorial para el plano normal a  C  en A , 
· analice si C es una curva plana o alabeada. 

a) S1 : 
2xy =       S2 : 5=+ zy       )1,4,2(=A . 

b) S1 : 
22 yxz -=       S2 : yxz +=       )3,1,2(=A . 

c) S1 : 8222 =++ zyx       S2 : 
22 yxz +=       )2,2,0(=A . 

 

02) Dada  C  de ecuación )3,2,( 2 +-= uuuX  con  ÂÎu , analice si su recta tangente en el 
punto )6,1,9(  interseca ... 
a) ... al eje z .   

b) ... a la superficieS de ecuación 22 yxz -= . 

c) ... a la línea de ecuación )32,2,( 1-= vvvX  con  0¹v . 
 

 

03) Halle la ecuación de un plano que contenga tres puntos no alineados de la curva C de 
ecuación ]2,0[con),)sen(2,)cos(2( pÎ= ttttX . Demuestre que C es alabeada (no es 
plana). 
 

                                                      
(*)   Las derivadas laterales en puntos frontera las consideraremos más adelante sólo cuando sean necesarias. 
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04) Halle las funciones derivadas parciales de 1º orden de las siguientes funciones. 

a) 12),( 34 -++= yxyxxyxf . d) 0,)/(arctg),( ¹= xxyyxf . 

b) yx
ezeyzyxf
32),,( += . e) dteyxf

y

x
t

ò=
)(sen),( . 

c) 
22

),( yxexyxf += . f) dteyxf
yx

x
t

ò
+

=
22 2

),( . 

 

05) Analice por definición la existencia de las derivadas parciales de  f  en el punto A ; cuando 
sea posible verifique aplicando la regla práctica de derivación. 

a) yxxyxf 23),( 2 +=  , )2,1(=A . c) 24 2),( yxyxf += ,  )0,0(=A . 

b) 
ïî

ï
í
ì

<-

³+
=

1si2

1si2
),(

2

xyx

xyx
yxf   , )1,1(=A . d) ||||),( yxyxf +=  , )0,0(=A . 

 

06) Dada 
ïî

ï
í

ì

=

¹
= +

)0,0(),(si0

)0,0(),(si
),( 22

yx

yx
yxf yx

yx

 

a) Pruebe que f  no es continua en )0,0( . 

b) Pruebe que ),0( rf
(

¢  sólo queda definida 
para r

(
: )1,0(y)1,0(,)0,1(,)0,1( -- . 

 

07) Dada 
ïî

ï
í

ì

=

¹
= +

)0,0(),(si0

)0,0(),(si
),( 26

3

yx

yx
yxg yx

yx

 
Demuestre que para todo 2ÂÎr

(
la función 

es derivable en el origen, aun cuando g  es 
discontinua en )0,0( . 

 

08) Dada 3/13/12 ),(/: yxyxhh =Â®Â  

a) Demuestre que 0)0,0()0,0( =
¶

¶
=

¶

¶

y

f

x

f
  y  que la únicas direcciones para las que existe 

derivada direccional son 2211 y,, eeee
((((

-- . 
b) Verifique que h  es continua en el origen. 

 

09) Demuestre por definición que  Â®Â2:f  / ( ) 224, yxyxf +=  es continua pero no 

admite derivadas parciales en el origen. 
 

10) Dada 22 21),( yxyxf +-= , calcule usando la definición la derivada direccional de f  en 

el punto )1,1( -=A  según la dirección del vector )4,3(=v . 
 

11) Estudie la derivabilidad en distintas direcciones en el punto A  que se indica en cada caso. 

a) ( )
( )

( )ï
î

ï
í

ì

=

¹
-+

-

=

)1,0(,si0

)1,0(,si
)1(, 22

yx

yx
yx

xyx

yxf   ,     ( )1,0=A . 

 

b) ( ) ( )

( )ïî

ï
í

ì

=

¹=

),0(,si0

),0(,si,

2

yyx

yyx
x

y
yxf   ,     ( )0,0=A . 
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12) Determine los dominios en los que quedan definidas las derivadas parciales de 1° y 2° 
orden de las siguientes funciones: 

a) )+(ln),( 22 yxyxf = . c) 0)0,0(,)0,0(),(si),(
22

2

=¹
+

= fyx
yx

x
yxf . 

b) )/,ln(y)(),( xyxyxf = . d) )ln(),,( zyyxzyxf = . 
 
 

13) Sea P una partícula que se desplaza en el espacio xyz según la trayectoria definida por  

ktjttX
((( 22 2)2(3 +-+= i  con 0³t , t : tiempo en segundos. Si  zyx += 2  es la 

ecuación de una superficie S : 

a) calcule el ángulo entre los vectores velocidad y aceleración de P en el instante que la 
partícula atraviesa a S. 

b) calcule el tiempo que tardará P en llegar desde S al plano de ecuación  72 =+- yzx . 
 

14) Sea  Â®ÂnL :  ( 1>n ) una transformación lineal, aplicando la definición de derivada 

direccional demuestre que ( ) nrArLrAL ÂÎ"=¢
(((

,),( . 
 

15) Sea  ( ) XkXf ×=  con k  constante; utilice la propiedad demostrada en el ítem anterior 

para obtener k  sabiendo que ( ) ( ) 4)1,1(,)5,3( y2)4,3(,)1,2( =-¢=¢ ff . 
 

16) Dado  ),)((),( 2yxgxyyxv += ,  halle )(xg  para que  yx vv ¢^¢  con )1,3()1,1( =v . 
 

17) Dada ( ) ( )xgyyxf += 2, ,  halle ( )xg  para que 0=¢¢+¢¢ yyxx ff   si  1)0(,0)0( =¢= xff . 
 

18) Para tiempo 0³t  dos puntos siguen trayectorias definidas por )t1,)(,1( 2++= tgtX  y 

)t2,)(,2( 2tgtX ¢=  respectivamente, determine )(tg  sabiendo que en todo momento 
las trayectorias son paralelas y que en  1=t  ambos puntos coinciden en el )2,2,2( . 
 

19) Verifique que  22 )()( taxtaxy ++-=  con a  constante satisface la ecuación: 

2

2
2

2

2

x

y

t

y
a

¶

¶

¶

¶
=  

denominada “ecuación de onda” o “ecuación de la cuerda vibrante”, debida a D’Alembert. 
 

20) Demuestre que  )(senh)(sen yxz =   satisface la ecuación bidimensional de Laplace: 

0
2

2

2

2
=

¶

¶

¶

¶ +
y

z

x

z  

 

21) Sea  ),,( zyxfU =  con f  campo escalar que en cada punto ),,( zyx tiene un valor inversa-
mente proporcional a la distancia desde el punto al origen de coordenadas; verifique que: 

0=¢¢+¢¢+¢¢ zzyyxx UUU  en }0{3 -Â . 
 

22) Sea ),,( RQPf =  / 
3

),,(
r

rk
zyxf =  con k constante, ),,( zyxr = , ||||rr = . Verifique que: 

0=¢+¢+¢ zyx RQP  en }0{3 -Â . 
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23) Dada ( ) 223, yxyxf --= , obtenga ( )0,1yf ¢  observando el gráfico de la curva intersección 

de 223 yxz --=  con 1=x .  

 
24) En la figura se representa la superficie de ecuación  z = f(x,y) ;   opine con fundamento si 

es posible afirmar que  ( ) ( ) 00,0y00,0 £¢¢=¢¢ yyxx ff . 

 

                             
 

 

 
 

Cuestionario 
1. Exprese la definición de ),( bafxyx¢¢¢ . 

2. Siendo ))((3 AECf Î , aplicando el teo-
rema de Schwarz demuestre que: 

( ) ( )AfAf yxxxxy ¢¢¢=¢¢¢  

3. Demuestre la propiedad de homogeneidad. 

4. Si existe ),( rAf ¢ , demuestre que existe 

),( rAf -¢  y ),(),( rAfrAf ¢-=-¢ . 

3. Si Â®Ânf : )1( >n  es una transfor-
mación lineal, justifique que: 

( ) ( ) ( )vXfuXfvuXf ,,, ¢+¢=+¢ . 

 

Derivando con el Mathematica 

Sólo indicamos la forma de trabajar en 
aquellos casos en que se puede usar regla 
práctica de derivación. 
 

Definimos un campo escalar: 
f[x_,y_]= x3 + x y 
D[f[x,y], x]  devuelve  3 x2 + y 
D[f[x,y], y]  devuelve  x 
D[f[x,y], {x,2}]  devuelve  6 x 
D[f[x,y], x,x,y] devuelve ( )¢¢¢f x,yxxy . 

Para funciones de una variable también se puede 
usar el formato g’ , g’’ (dos primas); por ejem-
plo, definiendo g[u_] = { u2 , Sin[u] } 
D[g[u],u] o bien g’[u] devuelven {2 u , Cos[u]} 
 

Para calcular la derivada de la función f en (2,1) 
respecto del vector {3,4} debemos hallar h’[0] , 

donde h[t] = f[2+3 t, 1+4 t]; entonces podemos 
ordenar: 

D[f[2+3 t, 1+4 t], t] /. t ®0 

 

   0  

  z 

  y 
  x 
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5. Diferenciabilidad - Plano tangente y recta normal 
Nomenclatura y consideraciones básicas: 

· Dada  ))(,,)(()(/: 1 xfxfXff m
mn

L=Â®Â , cuando f  es derivable(*) en A , que-

da definida la matriz jacobiana de f  en A  que denotamos como )(ADf . 

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

×

×

×

×

×

×

×

×

×

=

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

)()(

)()(

1

1

1

1

)(

A
x

f
A

x

f

A
x

f
A

x

f

n

mm

n

ADf

L

L

 . 

· Siendo f  un campo escalar derivable en A , el vector cuyas componentes son los elemen-

tos de )(ADf  se denomina gradiente de  f   en A  y lo denotamos )(grad)( AfAf ºÑ . 

÷
ø
ö

ç
è
æ=Ñ

¶

¶

¶

¶
)()( ,,)(

1
A

x

f
A

x

f

n
Af L . 

· La expresión  “ f  con matriz jacobiana continua en W  ” es equivalente a “ )(1 WCf Î ”. 

Para funciones de una variable significa que la función f ¢ es continua en W ; para las de 
varias variables significa que todas las derivadas parciales de 1° orden son funciones conti-
nuas en W . 

 

01) Exprese  )(XDf  y halle el conjunto W  tal que Df  sea continua en W . 
 

a)  ),,2()( 2
)cos(

1
123

p-+
--=

t
t

t
tttf  d)  

î
í
ì

=

==
=

||||

),,(
con)(

2 rr

zyxXr

r

rk
Xf

(

,  k = cte. 

b)  22),(
yx

yx
yxf

+
=  e)  0)0,0(,)0,0(),(si),( 42

2

=¹
+

= fyx
yx

yx
yxf . 

c)  ))z+ln(,(),,( 222 xzyxzyxf +=  f)  ))(,(),( 232 xyyxyxf -=  

02) Siendo 0si),( ³= yxyxyxf   y 0si),( <= yxxyxf , calcule ))1,(2,)0,0(( -¢f  apli-

cando la definición. Observe que en este caso )1,2()0,0())1,(2,)0,0(( -×Ñ¹-¢ ff . ¿Existe 
la derivada pedida?; si existe, ¿cuál es su valor?. 
 

03) Sea )0,(),(si),( 2 xyxyxyxf ¹=  con 0)0,( =xf . Demuestre que f  es derivable en 
toda dirección en )0,0( pero no es diferenciable en dicho punto. 

 

04) En los siguientes casos analice la derivabilidad en distintas direcciones y la diferenciabilidad de 
la función en el origen de coordenadas. 

a) 
ïî

ï
í

ì

=+

¹+
= +

0si0

0si),(

4

yx

yx
yxf yx

x

 , observe que f  no es continua en (0,0). 

b) 
ï
î

ï
í

ì

=

¹
+=

)0,0(),(si0

)0,0(),(si
),( 22

2

yx

yx
yx

yx

yxf  

Verifique que en (0,0) la función tiene dos direc-
ciones de derivada direccional máxima y cuatro 
direcciones para las cuales la derivada resulta nula 
(cada dirección se especifica mediante el versor 
correspondiente). 

                                                      
 (*)  Derivadas parciales existentes para el caso de función de varias variables. 
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05) Analice si la gráfica de  f  del ítem  “01e”  admite plano tangente en (0,0,0). 
 

06) Dada la superficie de ecuación 
22)1( yxez +-= , determine en qué puntos tiene plano tan-

gente horizontal y obtenga la ecuación de esos planos. 
 

07) Optativo: Siendo 0)0,0(y)0,0(),(si)(/)(),( 2223 =¹+-= fyxyxyxxyxf , demues-
tre que  f  es continua y derivable en toda dirección en (0,0) pero no es diferenciable en 
(0,0).  
 

08) Calcule mediante aproximación lineal y compare el resultado con el obtenido con calculadora. 

a) )96.0,96.1(f  cuando 22225),( yxyxf --=  . 

b) )02.1,98.1,99.0(f  cuando )1)332(Exp(sen),,( --+-+= zyxyxzyxf . 
 

09) Demuestre que en un entorno del origen   1)1ln()1(/
+@++

+
y+xye

yx . 
 

10) Sea  S  la superficie de ecuación )/,/,( 22 vuuvvuX -=  con  2),( ÂÎvu / 0¹vu ,  veri-

fique que  )1,2,2(-=A  es un punto regular de S. Determine y exprese en forma cartesia-

na el plano tangente y la recta normal a  S  en A . 
 

11) Dada la superficie de ecuación xyxxz +-= 32 , demuestre que todos sus puntos son regu-
lares y halle aquellos puntos en los que el plano tangente es “horizontal” (paralelo al xy). 
 

12) Sea  r0  la recta normal a la superficie de ecuación  229 yxz --=  en  (1, 2, z0), analice 

si existe algún punto en el que r0  interseca a la superficie cilíndrica de ecuación 2xz = . 
 

13) Halle las direcciones de derivada direccional máxima, mínima y nula de las siguientes 
funciones en el punto A :  

a)  22),( yxxyxf -= , )3,1(=A .      b)  32),,( zyxzyxf -= , )0,2,5(=A . 
 

14) Siendo 343),( yyxxyxg +-= , calcule la derivada direccional de g  en el punto )2,1(  
según la dirección que forma con x+ un ángulo –en sentido trigonométrico– de 3/p . 
 

15) Sea yxxbyxayxf 4),( 432 ++= , determine a  y b  de manera que la derivada direccio-
nal de f  en el punto )2,1( -  tenga el valor máximo en una dirección paralela al eje y . 

 

16) La temperatura en ºC en cada punto ),,( zyx  de un cuerpo es zyx
ezyxT

32),,( ++
= , ¿en 

qué dirección desde el origen se produce el mayor incremento de temperatura?. 
  

17) Sea  1Cf Î , si 4)(3,4),( =¢ Af   y  6)(2,7),( -=¢ Af .  

a) Calcule )(5,9),(Af ¢ . 

b) Determine el valor de la derivada direccional máxima de  f  en A . 
c) Sabiendo que 3)( =Af , calcule en forma aproximada ))02.0,01.0(( -+Af . 
 

18) La recta determinada por la intersección de las superficies de ecuaciones  222 zxy -=    y   
xz =  es normal a la superficie de ecuación ),( yxfz =  en  (1,0,1) , calcule aproxima-

damente )01.0,98.0(f . 
 

19) Dada la superficie S  de ecuación 052
=-

- xy
ez , halle una ecuación cartesiana para el 

plano tangente a S  en (1,2,z0); con esta última calcule aproximadamente z1  sabiendo que  
(1.01,1.97, z1) SÎ . 
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20) Se sabe que el plano tangente a la superficie de ecuación ),( yxfz =  en el punto ),2,1( oz  

es 1432 =++ zyx . Con esta información, ¿es posible calcular la derivada direccional de 
f  en el punto )2,1(  en la dirección que va hacia el punto )4,3( ?.  

 

21) El resultado de la medición de una magnitud escalar w es del tipo  w0 ± we  , donde w0 es 

el valor medido y máx|| ww D=e es la cota de error absoluto de la medición. Cuando 

( )nxxfw ,,1 L=  y  se miden los ix  para calcular  w  a través de  f , una forma acostum-

brada de evaluar we  es: 

å
=

¢=
n

i
ixi

x Afw
1

|)(| ee ,  donde ),,( 1 naaA L= ,  ia  es el valor medido para cada ix . 

a) Sea  I  = 0.50 mA  la intensidad de corriente eléctrica a través de un resistor y  V = 0.44 Volt 
la diferencia de potencial entre sus terminales. Sabiendo que  R = V / I  es la resistencia eléc-

trica del resistor, determine R ±  eR  considerando que  Volt/mA = kW(*)  y que ambos ins-
trumentos tienen un error máximo de  1±  en el dígito menos significativo (típico en instru-

mentos digitales). 
 

b) Un recipiente tiene forma de cilindro circular recto, sus dimensiones internas son: diámetro 
3.1±0.05 cm  y altura  5.2 ± 0.05 cm. Calcule su capacidad  V ± Ve . 

c) Determine la cota de error relativo de  z en función de los errores relativos de  x e  y  en los 

siguientes casos:   32,/, yxzyxzyxz === . Nota: para 0¹w , ||/rel ww
w

ee =& . 

d) Dados dos resistores con resistencia nominal R1 = R2 = 39 kW al 5% ( relativoe  en % o tole-

rancia), calcule REQ = 
21

21

RR

RR

+
 (resistencia equivalente de dos resistores en paralelo); no olvi-

de indicar la cota de error relativo de REQ en %. 
 
 

Cuestionario 

a) Demuestre que todo campo diferenciable 
es continuo y derivable en toda dirección. 

b) Demuestre que Df(A) es la matriz asociada 
a la transformación lineal que figura en la 
definición de diferenciabilidad de  f  en A. 

c) Proponga un ejemplo de función de varias 
variables que resulte derivable pero no sea 

diferenciable en un punto interior a su domi-
nio. 
 

d) Determine los casos en los que Dw dw= . 

e) Optativo:  Sea 223/1),( yxxyxf += ,  de-

muestre que  f  es diferenciable en (0,0) pero 

xf ¢   no es continua en (0,0).  
 

                                                      
(*)  kW   “se lee” kiloOhm, 1kW W= 1000 .    mA “se lee” miliAmpere, 1 mA = 0.001 Ampere. 
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6. Funciones compuestas e implícitas 
 

01) Dadas f  y g , analice en cada caso si quedan definidas gf o   y fg o . Además, para 
cada función generada mediante la composición, determine su dominio natural y obtenga 
su matriz jacobiana en algún punto interior al mismo.  

  

a) ),(),(,),(),( 2 uvuvugyxyxyxf -=-= . 

b) )2,()(,),( uuugyxyxf -== . 

c) )3,2()(,),(),( --=+-= tttgyxyxyxf . 

d) )1,(),,(,),,(),( 2 uwvuwvugxxyyxyxf --=-= . 
 

02) Dada )1ln(),(/: 2 yxxyxhDh -=Â®ÂÌ  siendo D su dominio natural, defina dos 
funciones cuya composición genere h . 

03) Si  uvvuz --= 22   con  
î
í
ì

-+=

-=

12

2

yxxv

yxu
,  resulta  ),( yxhz = . 

 

a) Reconozca las funciones  f   y   g  que generan  h  como gfh o= . 
b) Calcule la derivada direccional de  h  en (2,1), en la dirección que va hacia el (5,5). 
c) Sea n0 la recta normal a la gráfica de h en  (2,1,z0), exprese  n0  como la intersección de 

dos superficies. 
d) Analice si la recta  n0  mencionada en “c)” tiene algún punto en común con el eje z. 

  

04) Dada 23 vxuw -=  con  22 yxvxyxu +=Ù-= , resulta  ),( yxfw = . Aplicando la 

regla de derivación de funciones compuestas (sin realizar la composición), calcule )1,0(xf ¢ . 
 

05) Dadas vuvuf --= |1|),(  , )12,1(),( 2 -+= yxyxg ,  demuestre que gfh o=  es deri-
vable en (0,0). ¿Se puede aplicar la regla de la cadena?. 
 

06) Sea ÷
ø

ö
ç
è

æ
=

+

-
22

22

yx

yx
fz  con f  diferenciable, calcule  

y
z

x
z yx

¶
¶+

¶
¶   para todo )0,0(),( ¹yx . 

07) Dada )/()/2(),( xyfyxfyxh -=  con 1Cf Î , verifique que  0=¢+¢ yx hyhx  para todo 

punto ),( yx tal que 0¹yx . 

08) Sean 1),( 22 ++= yxyxf   y  ),(),( yayxyxg += , determine el valor de a   para que 
gfh o=  en )1,1( tenga máximo crecimiento en la dirección del vector )7,5(=v . 

 

09) La temperatura en cada punto ),( yx  de una lámina metálica plana es )/(3 22 yxxT += . 

a) Halle la línea de nivel (isoterma) que pasa por el punto )1,2( -=A . 

b) Halle la dirección de máximo crecimiento de la temperatura en )1,2( -=A . 

c) Halle el coeficiente de variación de temperatura, ),( rAf
(

¢  con )1,2( -=A , en la direc-
ción de la bisectriz del 1º cuadrante con componente positiva según x . 

 

d)  Halle el coeficiente de variación de temperatura a lo largo de la curva  C  de ecuación 
]2,0[con))cos(,)(sen2( pÎ= tttX . Esto es dtdT /  con )(XfT =  y CX Î .(*) 

e) Halle la cota de error relativo porcentual en el cálculo de T  si se midieron 2=x  e 
1-=y  con cotas de errores relativos de 1% y 2% respectivamente. 

                                                      
(*) Observe que esta derivada, para funciones diferenciables, coincide con ),( rXf

(
¢  para CX Î  y r

(
versor tan-

gente a la curva orientado según lo impone la parametrización de la misma. 
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10) La ecuación  )(ln zeyx xz =- -   define implícitamente ),( yxfz = , halle una expresión 
lineal que permita aproximar los valores de  f  en un entorno del punto (1,1). 

 

11) La ecuación  023 =-++ xzyzxz define ),( yxfz =  en un entorno del punto )2,1( - . 
a) Determine )2,1( -Ñf . 

b) Halle ecuaciones del plano tangente y la recta normal a la gráfica de f  en ),2,1( 0z- . 

c) Calcule las derivadas direccionales de f  en )2,1( - , en las direcciones que forman 
ángulos de 3/p  y de 3/p-  medidos en sentido trigonométrico respecto de x+. 

 

12) Halle los puntos del hiperboloide de una hoja de ecuación 122 222 =+- zyx  donde el 
plano tangente es paralelo al plano de ecuación yxz -= . 
 

13) Dada yxxzyxf 28),,( 2 -= , calcule la derivada de  f  en (3,1,2), en la dirección a la 

normal “interior” a  14222 =++ zyx  en dicho punto. 
 

14) Dada Â®-Â }0{: 2f  / )ln(),( 22 yxyxf += , calcule la derivada direccional de f  en 

el punto ),( 00 yx  de su dominio natural, en la dirección normal exterior(@) a la línea de ni-

vel de f  que pasa por dicho punto.  
 

15) Sea A  un punto de una superficie de nivel del campo escalar  f   y  0p   el plano tangente 

a dicha superficie en A . Demuestre que la derivada direccional de  f  en A  es siempre 
nula si se la calcula en la dirección que va desde A  hacia cualquier punto 0pÎX . 
 

16) Siendo C la curva intersección de las superficies: 1222 =- yx   y  2yxz += , analice si la 

recta tangente a  C  en ),2,4( 0z  corta a la superficie cilíndrica de ecuación 2xy = .(#) 
 

17) Dada vuevuz -+=  con  ),),((),( 2yyxfvu =  resulta  ),( yxhz = . Halle las direccio-
nes r

(
 tales que 0),)1,2(( =¢ rh

(
, si la función  f  queda definida implícitamente mediante  

la ecuación  0)ln(2 =-- uxuy . 
 

18) Halle la ecuación cartesiana del plano normal a la curva C  en )4,1,2( -=A  si se sabe que 
los puntos de C pertenecen a la superficie de ecuación  xyxz 3-=  , y que la proyección 

de C sobre el plano xy es la parábola definida por 32 -= xy  con 0=z . 

19) Considere gfh o=  con ),()(
2xx eexg =   y ),( vuf  definida por 0=)ln(1 vuyy +- . De-

muestre que )(xhy =  con 1)0( =h  satisface la ecuación  0)21()1( =++¢+ yxyy . 
 

20) Verifique que  ( )yxfz ,=  definida implícitamente por 0=-+ zezyx  satisface la ecua-

ción que  0=¢-¢ yx zzz . 
 

21) Calcule la derivada direccional máxima de  gfh o=   en el punto (1,1) cuando ),( vuf  

queda definida por  0)ln(22 =+++- zvvuz , siendo  ),(),( 22 xyyxyxg -= . 
 

                                                      
(@)  Hacia afuera de la región acotada que la línea encierra.  
 

(#)  Nota: Si 1, CGF Î en un entorno de 3
ÂÎA  , 0)( =AF , 0)( =AG  y el vector 0)()( ¹ÑÙÑ= AGAFd , 

la intersección de las superficies dadas implícitamente por 0),,( =zyxF  y 0),,( =zyxG  define una curva 

regular en un entorno de A  cuya recta tangente en este punto está dirigida por d . 
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22) Dada 
î
í
ì

=

+=
+=

),(
con3

2
22

yxgv

yxu
vvuw  , resulta ),( yxhw = . Calcule aproximadamente 

)01.2,98.2(h  sabiendo que g  queda definida por  03)2ln( =--++ yvvx .   
 

23) La ecuación 0452
=-++

-++ xyu
exyu  define implícitamente ),( yxfu = , sabiendo 

que los puntos ),( yx  pertenecen a la curva de ecuación ))2(sen2,3( 2 -+-= ttX  resul-

ta que )(thu = ; verifique que h  es decreciente en 20 =t . 
 

24) Sea 1Cf Î  con )1,1( -=Ñf  constante, halle g derivable tal que ))(,)(()( xgxgxfxh =  
sea constante; suponga que la gráfica de  g  pasa por (3,1). 
 

25) Halle )(uf  tal que )1( 2 -= xfxy  sea solución de la ecuación diferencial 32 xyyx =-¢ . 
 

 

Cuestionario 

a) Indique condiciones para que 0),( =yxf  

defina una curva plana que pasa por A , 
¿puede asegurar que la curva es regular en 
dicho punto?. 

b) Sea jÑ  continuo en un entorno de A  y 

no nulo en A ; demuestre que )(AjÑ  es 
normal al conjunto de nivel de j  que pa-

sa por A , y está orientado localmente 
hacia los conjuntos de nivel creciente. 

c) Sea S una superficie regular en A  y op su 

plano tangente en A . Demuestre que op  

contiene a la recta tangente en A  a cual-
quier curva regular SC Ì  que pase por 
dicho punto. 

d) Proponga dos funciones discontinuas (no 
son continuas en todo punto) cuya com-
posición genere una función continua y 
derivable en todo punto. 
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7. Polinomio de Taylor - Extremos 

01) Sea  ( ) 3, 32 -+-= yyxxyxp   el polinomio de Taylor de 3° orden del campo escalar  f  
en un entorno del punto (1,2). 
a) Expréselo en potencias de )1( -x  e )2( -y . 
b) ¿Cuál es el valor de  f  en (1,2)?, ¿se puede calcular con el polinomio dado sin obtener 

la forma pedida en “a”?. 
 

02) Dadas las superficies de ecuación ),( yxfz =  y  ),( yxpz = , donde  p  es la función po-
linómica que resulta de desarrollar  f  en un entorno de (x0, y0) hasta el orden n, verifique 
que ambas superficies tienen el mismo plano tangente en el punto (x0, y0, f (x0,y0)).

(*)  
 

03) Desarrolle los siguientes campos por Taylor hasta 2° orden en un entorno de A .  

a)   xyxyxf --= 6),( ,   )3,2(=A . 

b)   )ln()ln(),( xyxxyyxf -+= ,   )2,1(=A . 

c)   xyzezyxf
zx

-+-= )1(),,( ,   )0,2,1(=A . 

d) xzeyxzyxf -+= )cos(),,( , )0,0,0(=A . 
 

04) Calcule en forma aproximada:  a) 01.298.0 ,  b) 3 06.899.3 +   ,  c) 8.97 / 3.02 . 
 

05) Dada )(),( xgyyxf =  con g  derivable, halle )(xg  tal que en un entorno del punto 

),( oo yx  con 0o¹y  resulte )()(),( oo xyxxgyxf -+@ . 
 

06) Dada Â®Â2:f , analice en cada caso si )0,0(f es extremo local; en caso afirmativo clasifí-
quelo y calcule su valor. 

a) ||2),( yxyxf += .      b) 23),( yxxyxf +=  .      c) )()(),( 23 yxxyyxf --= . 
 

07) Siendo 4)(),( yxyxf += , demuestre que ),( aaf -  ÂÎ"a  es extremo local en sentido 
amplio. 
 

08) Estudie la existencia de extremos relativos (locales) y de extremos absolutos en sus do-
minios naturales de:  

a) 222),( yxyxyxf ++= . d) )ln(),( xyyxf -= . 

b) yxxxyxf +-= 23),( . e) 22 )2()4(10),( ----= yxyxf . 

c) xyyxf -=),( . f) 342),,( zyxzyxf ++= . 
 

09) Analice la existencia de extremos absolutos de )1/(),( 22 ++= yxxyxf  en la región 

}2/),({ 222 xyxyxD £+ÂÎ= , identifíquelos e indique en qué puntos se producen. 
 

10) Demuestre que la gráfica de  36),( xyxf +=  tiene infinitos puntos con plano tangente 
horizontal, pero en ninguno de ellos el valor de  f  es un extremo. 

 

11) Una chapa circular plana }4/),({ 222 £+ÂÎ= yxyxS  tiene una densidad de carga 

electrostática  222),( xyxyx -=s  en  2Coul/cmm . Halle los puntos de máxima y míni-
ma densidad de carga; no olvide analizar en puntos de la frontera. 

 

12) Aplicando Taylor resulta 22 47),( xyyxyxyxf --++@  en un entorno de )1,1(=A ; 

analice si )(Af  es extremo local, en caso afirmativo clasifíquelo y calcule su valor. 
                                                      
(*)  En general, en (x0, y0) coinciden los valores de  f  y  p  y los de todas sus derivadas hasta el orden n inclusive. 
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13) Conectando en paralelo n  resistores con resistencias eléctricas R1, ..., Rn se obtiene una 
resistencia eléctrica equivalente REQ tal que (REQ)–1 =  (R1)

 –1
++L (Rn)

 –1. Sabiendo que 
R1, ..., Rn son positivas, demuestre que REQ  es menor que cada una de ellas (con lo cual es 
menor que la menor). 

14) Dada ),( yxfz =  definida implícitamente por  0),,( =zyxF , suponga 2CFÎ  y el punto 

0)(0=)(/),,( ooo ¹¢Ù= AFAFzyxA z . 

Demuestre que si  ),( oo yx  es punto estacionario de  f   entonces: 

)(
)(

),( oo
AF

AF
yxf

z

xx
xx

¢

¢¢
-=¢¢   ,  

)(

)(
),( oo

AF

AF
yxf

z

xy
xy

¢

¢¢
-=¢¢   ,  

)(

)(
),( oo

AF

AF
yxf

z

yy
yy

¢

¢¢
-=¢¢  . 

15) Aplicando el teorema de existencia de las funciones definidas implícitamente, demuestre 

que 364 222 =++ zyx  define dos funciones  1j  y 2j  de las variables x e y que produ-
cen extremos relativos en (0,0); uno es máximo y el otro es mínimo. Halle las funciones 
correspondientes e interprete geométricamente. 
 

16) Dada la superficie S de ecuación  194 222 =++ zyx . Suponiendo una representación del 
tipo ),( yxz j= , ¿en qué puntos j  produce extremos locales?, ¿es una única función j ?. 

 

17) Analice la existencia de extremos relativos, clasifíquelos y calcule sus valores. 

a) 1133 121244),( -- +++= yxyxyxf .  

b) yxxyxyxf 2),( 32 +--= . 

c) 4)342(),( yxyxf +-= . Ejemplo con infinitos puntos de mínimo. 
d) ),( yxf  definida implícitamente por  01)cos( =+- zyzyx . 

e) zxyxzyxf +=),,(  en puntos de la superficie de ec. ),,( 2vvuuX -= con 2),( ÂÎvu . 

f) yxzzyxf 6)9(),,( 2 -+=  en puntos de la recta de ec. ),4,2( tttX =  con ÂÎt . 
 

18) Determine los puntos de la curva de ecuación  11169184 22 =-+- yxxy  más próximo 
y más alejado del punto (1,7). 

 

19) Un cuerpo tiene forma de cilindro circular recto de volumen V, siendo A el área de su superfi-
cie frontera. Determine las dimensiones del cuerpo (diámetro y altura) si se desea ... 
a) ... volumen máximo para área A dada.  
b) ... área mínima para volumen V dado. 

 

20) Se desea construir un camino de la menor longitud posible (recto) que permita unir dos 

rutas cuyas trazas locales tienen ecuaciones 544 =+ yx   e  2xy -= , halle los puntos de 
ambas rutas a interconectar por dicho camino.   

 
Cuestionario 

a) La función del ítem 17a genera máximo 
local y mínimo local, observe que el 
máximo es menor que el mínimo. ¿Por 
qué pueden ocurrir estas situaciones?. 

 

b) Proponga  f  tal que  f (x0,y0) sea mínimo 
local y el Hessiano sea nulo en (x0,y0). 

c) Dada  f  diferenciable, si  f (x0,y0) es extre-
mo local, demuestre que el plano tangente 
a la gráfica de  f  en  (x0,y0, f (x0,y0))  es pa-
ralelo al plano xy. 

 

d) Proponga una función de dos variables que 
produzca extremo local en un punto donde 
no es derivable. 
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8. Curvas – Integrales de línea – Función potencial 

Nomenclatura y consideraciones básicas: 

· Se denomina trayectoria o camino continuo a toda función nbag Â®ÂÌ],[:  ( 1>n ) 

continua en el ],[ ba . El conjunto imagen   nC ÂÌ  es una  curva
(*) con ecuación vectorial 

],[)( battgX ÎÙ= . 
· La ecuación vectorial de una curva C  impone una forma de recorrerla; la orientación, o 

sentido de los arcos crecientes, es aquella según la cual se desplaza )(tg  sobre la curva 
cuando el parámetro t crece. 

· Según la representación dada por g , la curva C  es regular cuando existe g ¢  y 0)( ¹¢ tg  
en todo el ],[ ba

(**); si además g ¢  es continua, la curva es suave. Cuando C  es suave, el 

versor tangente ( ||||ggT ¢¢= ) se “desplaza” con continuidad sobre la curva. 
La curva es suave a trozos cuando el intervalo ],[ ba  puede ser dividido en cantidad finita 
de intervalos cerrados en cada uno de los cuales g ¢ es continua y no nula. 

· òC dsf

 

simboliza la integral de línea del campo escalar  f  a lo largo de la curva C, 
siendo  dttgds ||)(|| ¢=  el diferencial de arco de curva.  

· òò ×º×
CC

gdfsdf  simboliza la integral de línea o circulación
(#)

 del campo vecto-
rial f a lo largo de la curva C, siendo dttgdsTgdsd )(¢==º & . 

Observación: 
Si C es suave y simple según dos representaciones 1g  y 2g , la òC dsf  tiene el mismo resul-

tado usando cualquiera de ellas, mientras que se observará un cambio de signo en el resultado 
de  ò ×

C
sdf  cuando 1g  y 2g  orienten a  C  en sentidos opuestos. 

 
01) Dados los siguientes arcos de curva, halle dos parametrizaciones que los orienten en sentido 

opuesto y plantee el cálculo de su longitud verificando que el resultado no depende de la 
orientación. 

a) Arco de parábola de ecuación 2xy =  entre los puntos )1,1(-  y  (2,4). 
b) Circunferencia de radio 2 con centro en (2,1). 

c) Elipse de ecuación 12

2

2

2

=+
b

y

a

x
  con  +ÂÎba, . 

d) Segmento AB , con )1,3,2( -=A   y  )1,2,3(=B . 

e) 3ÂÌC , intersección de 2xy =  con  2=+ zx  en el 1° octante. 

f) 3ÂÌC , intersección de 8222 =++ zyx  con  22 yxz += . 

g) C :  línea coordenada de  3=u , correspondiente a la superficie de ecuación 

           22 ),(con),,( ÂÎ+-= vuuvvuvuX  entre los puntos (9,2,4) y (18,1,5). 
 

02) Calcule la longitud de la frontera de la región plana definida por: 0,,422 ³³£+ xxyyx . 
 

                                                      
 (*)   A veces llamado arco de curva por estar definido en intervalo [a,b] cerrado y acotado. 
(**)  La derivabilidad en los puntos frontera del intervalo cerrado se cumple cuando existen las derivadas laterales 

(límite del cociente incremental por derecha para  a  y por izquierda para b). 
 (#)  Algunos autores sólo llaman circulación al caso de C cerrada. 
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03) Calcule la longitud de la trayectoria de una partícula que se mueve sobre la superficie de 

ecuación 22 4 yxz -=  desde el punto )15,2,1( -  hasta el (3,1,5), si la proyección de su re-
corrido sobre el plano xy es el segmento de puntos extremos (1,2,0) y (3,1,0). 

 
 

04) Entre los puntos (0,0,0) y (1,1,1),  en la intersección del plano xy =  con la superficie de 

ecuación   22 xyz -=  con 0³z , se ha formado un hilo conductor eléctrico con resistivi-
dad lineal ( m/W ) que en cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano 

1=x . Calcule la resistencia eléctrica de dicho hilo conductor. 
 

 

05) Halle las coordenadas del centro de masa de un alambre filiforme cuya densidad lineal en 
cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al eje z , si la forma del alambre 
queda determinada por la intersección de 4=++ zyx con xy 2=  en el 1° octante. 

 

06) Demuestre que si )1(: >Â®Â nh n  es derivable y |||| h  es constante, hh ¢^ . 
 

07) Sea 3ÂÌC una curva suave de ecuación IttgX Î= con)( (intervalo real).  

Dado b IÎ ,  ò ¢==
t

b
dttgts ||)(||)( &l    es la abscisa curvilínea del punto Ctg Î)( , donde 

0)( == bsb l  es el origen de dicha abscisa.  

Siendo 0||)(||)( >¢=¢=¢ tgts l   Þ  l estrictamente creciente Þ  $ 1-l  tal que )(1 st -= l , 

componiendo con g  resulta: s

sG

IssgX Î= - con))((

)(

1

43421
l   que es la ecuación normal de C , 

donde Is  es la imagen de I a través de l . 

Se define el versor tangente principal  dsGdT /=& ; aplicando la regla de la cadena y la 
regla de derivación de función inversa resulta:    

                                                  
||||

1
g

g

s
g

ds

dt

dt

gd
T

¢

¢
=

¢
¢==                                              (1) 

versor orientado según g ¢  (sentido de los arcos crecientes). Suponiendo existente y no 
nula la dsdT / , esta derivada es ortogonal a T  (||T|| constante) y quedan definidos  

el  versor normal principal  
||/||

/
dsdT

dsdT
N =&     y   el versor binormal  NTB Ù=& . 

Así como (1) permite hallar T sin obtener una ecuación normal de la curva, denotando:  
)( oo ts l=   y suponiendo existentes  )( oo tgg ¢=¢ ,  )( oo tgg ¢¢=¢¢ ,  )( oo tgg ¢¢¢=¢¢¢  

es posible demostrar que en todo CtgX Î= )( oo  , si 0oo ¹¢¢Ù¢ gg  resultan:  

ooo
oo

oo
o

o

o
o ,

||||
,

||||
TBN

gg

gg
B

g

g
T Ù=

¢¢Ù¢

¢¢Ù¢
=

¢

¢
=  . 

El triedro intrínseco de C en oX está formado por los planos normal, osculador y rectifi-

cante que  son perpendiculares en dicho punto a ooo y, NBT  respectivamente.  

La curvatura de flexión de C  en X o  es: 

3
o

oo
oo ||||

||||
|||| )(

g

gg
cf s

ds
dT

¢

¢¢Ù¢
==&  

La curvatura de torsión de C  en oX  es: 

2
oo

ooo
oo ||||

)(
|||| )(

gg

ggg
ct s

ds
dB

¢¢Ù¢

¢¢¢×¢¢Ù¢
-==&  

a) Halle la ecuación normal de la curva de ecuación )4,)(sen2,)cos(2( tttX=  con  

[ ]p2,0Ît , definiendo como origen de abscisa curvilínea el punto )2,2,0( p . 
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b) Halle la ecuación cartesiana del plano osculador de la curva C intersección del cilindro 

parabólico de ecuación  2xz =  con el plano de ecuación  2=+ xz en el punto (1,1,1); 
y calcule las curvaturas de flexión y de torsión de C en dicho punto. 

 

c) Demuestre que toda recta, tiene curvatura de flexión nula en todos sus puntos. 
 

d) Demuestre que la circunferencia tiene igual curvatura de flexión en todos sus puntos. 
 

e) Determine la posición del centro de curvatura de flexión correspondiente al punto 

(4,1,12) de la curva de ecuación )4,1,2( 3 +-= tttX   con 1³t . 
 

f) Sean )(tgX = , gv ¢=   y  va ¢=   la posición, velocidad y aceleración de un punto que 
se desplaza por el espacio, donde t es el tiempo. Demuestre que la velocidad es siempre 
tangencial; y la aceleración: es nula si el movimiento es rectilíneo uniforme ( v  constante), 
es tangencial si es rectilíneo no uniforme, y yace en el plano osculador si no es rectilíneo (es 
expresable como combinación lineal de  T y N ). 

 

08) En 2Â , si ),( QPf = , interprete la igualdad òò +=×
CC

dyyxQdxyxPsdf ),(),(  e indi-

que como se expresaría en 3Â . 
09) Sea F  constante en todo punto del segmento AB , verifique que  

)( ABFsdF
AB

-×=×ò . Relacione este resultado con la conocida expresión del trabajo de 

una fuerza contante a lo largo de un camino recto.  
 

10) Sea C  un arco de curva suave y simple, demuestre que si  TkH =  con  k constante posi-

tiva  )(longitud CHsdH
C

×=×ò  donde |||| HH = . (*) 

11) Calcule la circulación de ),(),( xyyxf -=  a lo largo de la frontera de la región definida 

por 1012 ££Ù££ xyx , en sentido positivo. Observe que en este ejemplo la circula-
ción no resulta nula, aún con camino cerrado. 

 

12) Calcule la circulación de ),,(),,( zyxyxzyxf -=  a lo largo de la curva intersección de  
2yxz -=  con  2xy=  desde  (1,1,0)  hasta  )2,1,1( -- .  

 

13) Calcule el trabajo de  kzyjzxxzyxf
(((

+-= i3),,(  a lo largo de la curva de ecuación 

]3,1[con)2,,1( 2 Î-= ttttX .  ¿Cuáles son los puntos inicial y final del recorrido?, ¿pue-
de asegurar el mismo resultado si manteniendo dichos puntos se utiliza otra curva?. 

 

14) Verifique si los siguientes campos admiten función potencial; de existir, determínela. 

a)  )1,12(),( 2xxyxyyxf -++-= .  c)  ))cos(,,)cos((),,( zxxyzzxzzyxf += . 

b)  ),(),( 22 xyyxyxf --= .  d)  )2,,12(),,( zyzxyxzyxf ++++= . 
 

15) Siendo fÑ=f  un campo de fuerzas y C un arco de curva recorrido desde A  hasta B el trabajo 

realizado por el campo es  )()( ABsdf
C

ff -=×ò . Para calcular ò ×-
C

sdf  que es el trabajo 

en contra del campo, se acostumbra denominar función potencial a f-=U ; demuestre que en es-

te caso resultan: Uf -Ñ=   y  )()( AUBUsdf
C

-=×- ò . 

                                                      
(*)  T  versor tangente principal, H  de módulo constante y orientado según  T  en cada punto. 
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16) Sea 22 }0{: Â®-Âf  / ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+

-

+
= 2222 ,,

yx

x

yx

y
yxf , demuestre que f  tiene matriz 

jacobiana continua y simétrica en su dominio. Por otra parte, verifique que su circulación 
a lo largo de una circunferencia con centro en el origen no resulta nula. 
En este caso, ¿puede asegurar que f  admite función potencial en su dominio?. 

 

17) Sean f un campo de gradientes con matriz jacobiana ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
=

02

262
),(

x

xxy
yxfD   y  C una cur-

va abierta cualquiera con puntos extremos A  perteneciente al eje y  y B perteneciente a la curva 

de ecuación 1--= xxy . Demuestre que 0=×òC sdf , sabiendo que la gráfica de su función po-

tencial pasa por (1,1,3) con plano tangente de ecuación  2+= yz . 
 

18) Sea ( ) ))(,(,/ 21 xgyyxyxfCf =Î , determine g de manera que f  admita función po-

tencial; suponga que )6,2()1,2( =f . 
 

19) Siendo )2,,2(),,( 22 zxxzyxzyxf += , verifique que admite función potencial en 3Â y 

calcule ò ×
C

sdf  a lo largo de la curva C  de ecuación )3,,2( 23
tttetX tt -+= -  con 

10 ££ t  orientada en el sentido que impone la parametrización que se indica. 
 

20) Sea ( )tgX =  la “posición” y ( )tgX ¢=¢  la “velocidad” (t es el tiempo). Demuestre que 
toda fuerza proporcional a la velocidad es disipativa (no conservativa). 

 

21) Dada ),(),( xayxayxf -=  y la curva C de ecuación ]2,0[))(sen,)cos(( pÎÙ= ttbtX , 

determine a y b de manera que 6=+ba  y la circulación de f  a lo largo de C sea míni-
ma. 

 

Demuestre las siguientes propiedades; cuando corresponda suponga C suave.  

  

a) C arco simple Þ  )(longitud CsdT
C

=×ò . 

b) 1Cf ÎÑ= f   Þ  fD  simétrica. 
 

c) 1Cf ÎÑ= f  Ù   0=×òC sdf  Þ  puntos 

extremos de C  con igual potencial. 

d) Þ"=×ò Csdf
C

0 òò ×=×
21 CC

sdfsdf  

donde C1 y C2 son curvas abiertas recorridas 
desde A  hasta B . 

e) 1Cf Î Þ ( ) ( ) ( )AfBfdsrXf
AB

-=¢ò
(

,  con 

r
(

 orientado de A a B . 
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9. Integrales múltiples 

01) Calcule el área de las siguientes regiones planas mediante integrales dobles; se recomien-
da no aplicar propiedades de simetría, plantee los límites para toda la región. 

a) }412/),({ 22 £+Ù+³ÂÎ= yxxyyxD . 

b) D  : definida por 22 2 xyx -<£ . 

c) D  : dominio del campo ))2+(2,22,)2ln((),( 412 ---+--+= xyxxyyxyxf . 

d) D  : limitada por las curvas de ecuación 3xy =   e  xy = . 

e) D  : conjunto de positividad de 2220)||2(),( yxxyyxf ---= . 

f) D  : conjunto donde son positivas las componentes de )2,4(),( 222 yxyxyxf ----= . 
 

02) Calcule las siguientes integrales en ambos órdenes de integración y verifique que los resultados 
coinciden. 

a) òòD dydx ,  D  definido por:  p££££ xxy 0,)sen(0 . 

b) òòD dydxx ,  [ ] [ ]1,11,1 -´-=D . 

c) òòD dydxx || ,  [ ] [ ]1,11,1 -´-=D . 

d) ( )òòD dydxyxf , ,  D  definido por:  22 11 xyx -££- ,  
î
í
ì

<-

³
=

0si2

0si
),(

xx

xyx
yxf . 

e) ò òò ò +++
4

1

1

0

1

0 0
)()( dyyxdxdyyxdx

x
. 

f) òò
-

D

x dydxe  ,  D  definido por:  2ln02
££Ù££ xeye

xx . 

03) Calcule la masa y el centro de masa de una placa circular con centro en el origen de coor-
denadas, si su densidad superficial (kg/m2) en cada punto es proporcional a la distancia 
desde el punto al eje x. 

 

04) Sea D  una placa plana con densidad ),( yxd  y centro de masa G . Demuestre que el mo-
mento de inercia de D  respecto a una recta r  paralela a los ejes coordenados es mínimo 
cuando r  pasa por G .(*) 

 

05) Calcule las siguientes integrales, en algunos casos puede convenirle invertir el orden de 
integración. 

a) òò
- 21

0

1

0

x
dxdyx .       b) ò ò

1

0

1 2

y

x dydxe . c) òòòò
+

-

+

+--
+

4

2

5

0

4

4

0

4

y

y

y

y
dxdydxdy . 

 

06) Resuelva los siguientes ejercicios usando el cambio de coordenadas indicado. 

a) dydxyx
Dòò

--- 1)6(  ,  D  : 422|| £+£Ù£+ xyyx , usando ),(),( vuvyx -= . 

b) Calcule el área de la región plana definida por 41 2

2

2

2
£+£

b

y

a

x ,  a,bÎIR + aplicando la 

transformación  ))(sen,)(cos(),( jrjr bayx = .  

c) òò -
D

dydxyx 4)(  , D ={(x,y)ÎIR 2 / 4|||| £+ yx }, aplicando una transformación lineal 

apropiada. 
                                                      
(*) En general, el momento de inercia respecto de una recta es mínimo cuando la recta pasa por G . 
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d) òò -+
D

dydxyx 2)2(  aplicando el cambio de variables definido por : 

),(),( vuvuyx -+= ,  con  D  ={(x, y)Î  IR2 / ||xy ³ , 32 £+ yx }. 
 

e) Siendo D la región sombreada del dibujo, calcule 

òò
-+

D
dxdyyxy 122 )(  usando coordenadas polares. 

 

 

 

07) a) Dada 
22 2),( yx

eyxf
+

= , calcule el área de la región plana limitada por las curvas de nivel  

e4  y  e8  de la función. 

b) Calcule dydxe
D

yx
òò

+ 222
  D ={(x,y)ÎIR 2/ ||242 22 yxyx ³Ù£+ }. 

 

08) Dada la  òò
--

D
dydx

yxe
22

 con  =D IR 2 .  

a) Calcúlela usando coordenadas polares.  

b) Trabajando en cartesianas, demuestre que su resultado es del tipo 22
)( ò

¥+

¥-

- due u .  

c) Dada 2/22/1)2()( zezf --= p , demuestre que: 

1)( =ò
+¥

¥-
dzzf . 

Definida en IR ,  f  es la función de densidad de 
probabilidad normal estandarizada que se utiliza en 
múltiples aplicaciones, incluso en teoría de errores. 
La gráfica de  f  se denomina “campana de Gauss”. 

 

 
 

09) Calcule dydx
D x

yx
òò

+

2

4
  con :D  0,44, ³£+³ yyxyx  usando coordenadas polares. 

 

10) En los siguientes casos se indica una integral planteada en coordenadas polares, grafique 
la región correspondiente en el plano xy , plantee la integral en coordenadas cartesianas y 
resuélvala en alguno de los dos sistemas de coordenadas. 

a) ò ò
2/

0

)cos(2

0
3p j
rrj dd . 

b) òò-
)cos(/3

0
23/

6/
)cos(

jp

p
rjrj dd . 

 

11) Dada ò ò ò
-2/

0
2
0

4
0

2
2p r

rrj dzdd  planteada en coordenadas cilíndricas, represente la re-

gión de integración en el espacio xyz , plantee la integral en coordenadas cartesianas y re-
suélvala en alguno de los dos sistemas de coordenadas. 
 

12) Calcule mediante integrales triples el volumen del cuerpo H, usando el sistema de coorde-
nadas que crea más conveniente.   

a) H definido por zxy +³ 22 ,  4£+ yx , 1° octante. 

b) H = {(x,y,z)ÎIR 3  / 6£++ zyx  Ù  yxz +³  Ù  00 ³Ù³ yx }. 

c) H  definido por xazx 222 £+ , interior a la esfera de radio 2a con centro en el origen 
de coordenadas. 

campana 

de Gauss 

x 
y=2 

–5  

y 

–2 5 2 

y=5 
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d) H definido por  22 yxz +³ , 2222 2azyx £++  con 0>a . 

e) H = {(x,y,z)ÎIR 3  / ||22 yxzxxz ³Ù³Ù³ }. 

f) H definido por  922 £+ zx , xy 2³ , 42 +£ xy . 

g) H definido por  xzzyxxy £³£+³ ,0,2, 222 . 

h) H definido por  222 ,322 xzzyx ³£++ . 
 

13) Determine el centro de masa del cuerpo limitado por xy= , xy 2= , 6=++ zyx , 0=z , si 
su densidad en cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano yz. 

 

14) Dado el cuerpo definido por 422 ££+ xzy , calcule su momento de inercia respecto 

del eje x sabiendo que su densidad es ( ) ||,, ykzyx =d   con  k constante. 

 

15) Determine el volumen de un cuerpo cónico (cono circular 
recto) de altura h y ángulo de apertura w ; ubíquelo en la po-
sición más conveniente para facilitar los cálculos. 

 
 
 
 
 

 

16) Sea el cuerpo H convexo y simétrico respecto del plano xz, calcule òòòH
n dzdydxy  cuan-

do n es un número natural impar. 
 

17) Calcule la masa de los siguiente cuerpos: 

a) Cuerpo limitado por 224 yxz --= , 22 228 yxz --=  si la densidad en cada punto 
es proporcional a la distancia desde el punto al eje z. 

b) Cuerpo definido por  || yz ³ , 1222 £++ zyx  si la densidad en cada punto es pro-
porcional a la distancia desde el punto al plano xy. 

c) Cuerpo definido por 20,922 £££+ zyx  con densidad en cada punto proporcio-
nal a la distancia desde el punto al plano xz. 

 

18) En la figura se representa la forma de un recipiente cuya ecuación es  
22222 )(88 yxyxz +-+=  con  ]2,2[]2,2[),( -´-Îyx ; el recipiente 

se apoya en el plano xy en las puntas y en el origen.  
Calcule el volumen de líquido que contiene el recipiente cuando se lo 
llena exactamente hasta el borde superior; considere que la expresión 
dada permite calcular  z  en centímetros cuando x e  y  están expresa-
dos en cm.  

 

 
Cuestionario 

a) ¿Pueden usarse coordenadas polares en 
regiones que contengan al origen? (recuer-
de que el jacobiano se anula en el origen). 
 

b) ¿Por qué el área de un círculo no cambia si 
se incluye o no la circunferencia frontera?. 

c) Realice una interpretación geométrica de 
la fórmula de cambio de variables en in-
tegrales dobles. 
 

d) Describa las superficies coordenadas de 
cilíndricas y esféricas en el espacio xyz. 

 
 
 

     

    h w  
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Integrando con el Mathematica 

Se dispone de dos funciones básicas, Integrate y NIntegrate. 

Integrate[f, x] devuelve una primitiva de f  integrada respecto de x. 
Integrate[f, {x,a,b}] calcula la integral definida de f  respecto de x entre a y b. 
Integrate[f, {x,a,b}, {y,y1(x),y2(x)}] }]  calcula la integral doble, integrando primero respecto de  
                                                                y entre y1(x) e y2(x) y luego respecto de x entre a y b. 
NIntegrate[f, {x,a,b}]   calcula una aproximación numérica de la integral definida de f  respecto 
                                       de x entre a y b.  Nota:  f, a y b  deben estar completamente definidos. 
 

El Mathematica admite límites infinitos, Infinity lo interpreta como ¥ . 
 

Ejemplos 

Integrate[x Cos[x], x] ®  Cos[x] + x Sin[x] 

Integrate[x Cos[x], {x,0,Pi/2}] ® - +1
Pi

2
 

NIntegrate[x Cos[x], {x,0,Pi/2}] ® 0.570796 

Integrate[x Cos[a x], {x,0,Pi/2}]  ®  - + +
1
2 2a

Cos[ ]

a

Pi Sin[ ]

2 a

a Pi
2

a Pi
2  

NIntegrate[x Cos[a x], {x,0,Pi/2}] ® no resuelve (“a” no está previamente definida). 
 
Integrate[Exp[– x^2], {x, –Infinity, Infinity}] ®  Sqrt[Pi]  (se puede concluir del ítem 08 a y b). 
NIntegrate[Exp[– x^2], {x, –Infinity, Infinity}] ® 1.77245 
 

Para resolver  òò -
x

x
dyyxdx

22
1

)( 2  ordenamos:   Integrate[x^2–y, {x,1,2}, {y, x, 2 x}]  ®  
4

1
    

o bien, Integrate[Integrate[x^2–y, {y, x, 2 x}],{x,1,2}] ® 
4

1
 . 

 

Resolviendo ò ò ò +

1
0 0

2x

yx
dzyxdydx   :   Integrate[x y, {x, 0, 1}, {y, 0, x}, {z,  x+y, 2}]  ®  

12

1
  

 

Resolviendo dy dx
y

y

- -

-

- òò 4

2

3

3
2

2

  correspondiente al ítem “01f ”: 

Integrate[1, {y, –Sqrt[3], Sqrt[3]}, {x, –Sqrt[4–y2], 2–y2}]  ®  1
3 9 3 4( [ ] )Sqrt Pi+  
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10.  Integrales de superficie, flujo 

Nomenclatura y consideraciones básicas: 

· Una superficie S de ecuación DvuvuFX Î= ),(con),(  es  suave según esta representa-

ción, si )(1 DCF Î  y el producto vectorial  DvuFF vu Î"¹¢Ù¢ ),(0 . 

En este caso queda definido el versor normal  
|||| vu

vu

FF

FF
n

¢Ù¢

¢Ù¢
=&

(
 que varía con continuidad 

sobre S; a su vez, si la superficie es orientable queda orientada mediante este versor. 

La superficie es suave a trozos cuando D  puede ser dividido en cantidad finita de partes en 

cada una de las cuales (o en abierto que las contenga)  1CF Î   y  0¹¢Ù¢ vu FF . 
 

· òòS
df s  

simboliza la integral de superficie del campo escalar  f  sobre S , donde  
dvduFFd vu |||| ¢Ù¢=s  es el diferencial de área de superficie. 

 

· òòòò ×º×
SS

dnfdf ss
(

 simboliza el  flujo o integral de superficie del campo vecto-
rial f  a través de S ,  donde  ss dnd

(
&= . 

 

Observación: Si S es suave y simple según dos representaciones 21 y FF ,  la òòS
df s  tiene 

el mismo resultado usando cualquiera de ellas; mientras que se observará un 

cambio de signo en el resultado de òò ×
S

dnf s
(

 cuando 21 y FF  orienten a S  

en sentidos opuestos. 
  

01) Una superficie cilíndrica es aquella generada por rectas paralelas que pasan por puntos de 

una curva 3ÂÌC , la curva es la directriz y la rectas las generatrices de la superficie. De-
termine ecuaciones paramétricas y cartesianas para las siguientes superficies cilíndricas: 

a) directriz 2xy =  con 0=z ,  generatrices paralelas al eje z. 

b) directriz 2xy =  con 0=z ,  generatrices dirigidas por el vector (1,1,1). 

c) directriz x y2 2 4+ =  con z = 0 ,  generatrices paralelas al eje z. 

d) directriz ÂÎ= uuuuX con),2,( 2 , generatrices dirigidas por (2,1,0). 
 
02) Una superficie cónica es aquella generada por rectas determinadas por los puntos de una curva 

3ÂÌC y un punto fijo CV Ï , la curva es la directriz y el punto V el vértice de la super-
ficie. Determine ecuaciones paramétricas y cartesianas para las siguientes superficies 
cónicas: 

 a) b) c) d) 

directriz: 2xy = , 0=z  2xy = , 0=z  422 =+ yx , 0=z  ÂÎÙ= uuuuX ),2,( 2   

vértice: (0,0,1) (1,4,0) (0,0,2) (0,0,1) 
 
03) Parametrice las siguientes superficies: 

a) 4222 =++ zyx . c)   3694 222 =++ zyx . 

b) 44 22 =+ yx . d)   22 yxz += . 
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04) Sea  S  una superficie uniforme respecto del plano xy, definida implícitamente mediante la 
ecuación  0),,( =zyxG . Imponga hipótesis para G de manera que S sea suave; en ese ca-

so, si la ecuación en forma explícita fuera  ),( yxgz = con xyDyx Î),( (x,y), demuestre 

que: 

Para campo escalar: dydx
G

G
fdf

yxgz
D

z
S xy ),(||

||||

=
òòòò ú

û

ù
ê
ë

é

¢

Ñ
=s . 

Para campo vectorial: dydx
G

Gf
df

yxgz
D

z
S xy ),(||

=
òòòò ú

û

ù
ê
ë

é

¢

Ñ×
=× s . 

Donde, en ambos casos, xyD  se obtiene proyectando S sobre el plano xy. 

 
05) Calcule el área de las siguientes superficies: 

a) Trozo de superficie cilíndrica  22xz =  con 6, ££ zxy , 1° octante. 

b) Trozo de superficie cónica  22 22 yxz +=  interior a la esfera de radio 12 con centro 

en el origen de coordenadas. 

c) Trozo de superficie cilíndrica  422 =+ zx  con  0, ³££- zxyx . 
d) Superficie esférica de radio R. 

e) Trozo de superficie cilíndrica  xyx 222 =+  con  4222 £++ zyx   en el 1° octante. 

f) Superficie frontera del cuerpo definido por 122 £+ yx  ,  220 yxz +££ . 

g) Superficie de ecuación  yxz -= 2  con  1,|| << xxy . 

h) Trozo de plano tangente a  )ln( yxxz +=  en (1,1,z0)  con 922 £+ yx . 
 

06) Calcule el momento de inercia respecto del eje z  de una chapa con forma de paraboloide 
22 yxz += , con 410 ££Ù³ zx , si la densidad superficial en cada punto de la chapa es  

22
),,(

yx

k
zyx

+
=d  con  k  constante. 

07) Sea nkF
(

=  con 0>k constante, demuestre que )(área SFdnF
S

=×òò s
(

 con |||| FF = .(*) 

08) Demuestre que el flujo de F constante a través de S plana con normal n
(

 es nF
(
×  área(S). 

 

09) Sea 1Cf Î  un campo de gradientes y  S un trozo de una de sus superficies equipotenciales (que 

se supone suave). Demuestre que cuando S está orientada en el sentido de los potenciales crecien-

tes, el flujo de f a través de  S  es positivo. 
 

10) Calcule el flujo de f  a través de S, indicando gráficamente la orientación del versor normal que 

ha elegido, o bien que se le solicite en cada caso.(&) 

a) )22,,(),,( 22 zxzzxzyxzyxf -+=  a través de la superficie frontera del cuerpo definido 

por  2251 yxz --££ . 

b) ),,(),,( zyxzyxf =  a través de la superficie esférica de ecuación 4222 =++ zyx . 

                                                      
(*)  Flujo de campo con módulo constante, con igual orientación que la superficie en cada punto.   
(&) Cuando la superficie es cerrada (frontera de un cuerpo H), se la orienta (por convención) con versor normal 

saliente de H. Entonces, el flujo positivo es “saliente” de H  y el negativo es “entrante” a H. 
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c) ),,(),,( 2zxyxzyxzyxf -=  a través del trozo de superficie cilíndrica de ecuación 
3xy=  con  yxz +££0 , 10£+ yx . 

 

d) ),,(),,(),,( yzxyxyzyxf Ù=  a través del trozo de plano tangente a la superficie de 

ecuación 32 xyxz -=  en el punto )1,2,1( -  con ]3,1[]2,0[),( ´Îyx . 
 

e) ),,(),,( yzyxzyxf =  a través de la superficie frontera del cuerpo limitado por 

422 £+ yx , 18£++ zyx , en el 1° octante. Nota: en este caso, como en muchos 
otros, el cálculo de flujo puede realizarse en forma más sencilla aplicando el teorema de 
la divergencia (ver T.P. siguiente).  

 

11) Sea f  continuo tal que )),,(,,(),,( zyxgzxyxzyxf --= , calcule el flujo de f a través 

de la superficie de ecuación 2yx=  con 220,40 xyz -££££ . 
 

12) Calcule el flujo del gradiente de )(),,( yxgzyxzyxf -++=  a través de  4=+ yx  en 

el 1° octante, con 80 ££ z . Suponga 1CgÎ . 
 

13) Sea  S un trozo de superficie de ecuación 22 xyz -=  cuya proyección sobre el plano xy 

es la región D . Sea )(),,( yxhzzyxg +=  con 1ChÎ ,  demuestre que el flujo de gÑ  a 
través de S es proporcional al área de D. 

 

14) Calcule el flujo de ),,( zyxX =  a través de la frontera del cubo ]1,1[]1,1[]1,1[ -´-´-  orientada 

con normal saliente del cubo. 
 

15) Dado ),2,(),,( zyxzyxf = , calcule el flujo de f  a través del triángulo con vértices en 
los puntos )0,0,2( , )0,2,0(  y )1,0,0( . Indique en un gráfico cómo ha decidido orientar la 
superficie. 

 

16) Dado ),,(),,( 232 zxzzxzyxf = , calcule el flujo de f  a través del trozo de plano S  de 

ecuación 2=z   con  5222 £++ zyx . Indique gráficamente cómo decidió orientar a S . 
 

17) Sea D¶  la superficie frontera del cuerpo D  definido por: 2251 yxz --££ . Sabiendo que 

0=×òò¶D
dnf s

(
 y que )3,))cos((sen,2))cos((sen(),,( zyzxxzyzyxf --= , calcule el 

flujo de f  a través del trozo de frontera de ecuación 225 yxz --=  orientado hacia +z . 
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11.   Teoremas integrales (Green, Gauss, Stokes) 

Nomenclatura y consideraciones básicas: 

· )grad( ff ºÑ   simboliza al  gradiente del campo escalar  f . 

· Dado el campo vectorial 33: Â®ÂÌDf / ( ) ( )),,(,),,(,),,(,, zyxRzyxQzyxPzyxf =  

)div( ff º×Ñ   simboliza a la divergencia de f ,  zyx RQPf ¢+¢+¢=&)(div . 

),,(=)rot( yxxzzy PQRPQR

RQP
zyx

kji

ff ¢-¢¢-¢¢-¢=ºÙÑ &

(((

¶
¶

¶
¶

¶
¶  es el rotor de f . 

· Un campo es:  
ì

í
ï

î
ï

 

solenoidal, si su divergencia es nula en todo punto. 
irrotacional, si su rotor es nulo en todo punto. 

armónico, si su laplaciano ))div(grad(2 ff =Ñ &  es nulo en todo punto. 
 

Nota: sea  mnDf Â®ÂÌ: , af º  (constante)  indica que DXaXf Î"=)( . 
 

01) Sea )),(,),((),(/1 yxQyxPyxfCf =Î  con 0¹º¢-¢ kPQ yx  (k constante). Aplicando el 

teorema de Green demuestre que  Área(D) ò + ×=
D

sdf
k ¶

1
  con D¶  frontera de 2ÂÌD . 

Proponga alguna fórmula para el cálculo del área de regiones planas mediante integrales 
de línea y  aplíquela para calcular el área de las regiones definidas por: 

a) 12

2

2

2

£+
b

y

a

x
 +ÂÎba, .    b)  41 22 £+£ yx .    c)  0,2,4 2222 ³³+£+ xxyxyx  .  

 

02) Calcule el área de la región plana D  de la figura, sa-
biendo que su curva frontera C  admite la ecuación 
vectorial: 

),( 42 uuuuX --=   con 10 ££ u  

 
 

03) Calcule la circulación de ))1ln(3,(),( 222 +++= yyxyxyxf  a lo largo de la frontera de 

la región definida por 1)1(4 22 £-+ yx  recorrida en sentido positivo. 

04) Verifique el teorema de Green con ),(),( 22 yyxyxf = , en la región plana 21 DDD -=  don-

de ]2,2[]2,2[1 -´-=D  y  ]1,1[]1,1[2 -´-=D . 
 

05) La región plana D  sombreada en la figura tiene como fron-

tera el segmento AB  y el arco de curva C  de ecuación 
42 xxy -= . Dado 1),( CQPf Î=  con matriz jacobiana  

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

+

-
=

¢

¢

),(

),(

23

13
),(

yxQ

yxxP

yx

x
yxfD , calcule la circulación de 

f  desde A  hasta B a lo largo de C  sabiendo que a lo lar-

go del segmento resulta .17=×òAB
sdf  
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06) Calcule la circulación en sentido positivo de 1Cf Î  a lo largo de la frontera de la región 
plana definida por 22,2 ³+£+ yxyx , 1° cuadrante, siendo: 

a) ))(5,)(2(),( yhxxgyyxf --= .     b)  ))(2,)(2(),( yxgxyxgyyxf ---+= . 
 

07) Calcule ò + ×
D

sdf
¶

, con: ]3,3[]2,2[ -´-=D , ))(,1(),( xhyyxf -= ,  h par,  h¢continua. 
 

08) Sea 1),( CQPf Î=  en }0{2 -Â  tal que 5º¢-¢ yx PQ , dadas las curvas  369: 22
1 =+ yxC   

y 4: 22
2 =+ yxC ,  calcule ò + ×

2C
sdf   sabiendo que  p7

1
=×ò +C

sdf . 
 
 

09) Dado 22 }{: Â®-Â Af / ( )QPf ,= ; suponga matriz jaco-

biana continua con  6º¢-¢ yx PQ . 

Calcule ò + ×
1C

sdf  sabiendo que 12
2

=×ò +
C

sdf , C1 es una 

circunferencia de radio 8, C2 es un cuadrado de lado 5. 

 

 

10) Sea 22: Â®Âf con matriz jacobiana continua y simétrica, demuestre que para toda C  

en 2Â resulta 0=×òC sdf ; indique hipótesis para C. 
 

11) Dado )22,29(),( 22 yxxyyxyxf +++= , demuestre que f  admite función potencial f  en 
2Â . Suponiendo 2)0,0( =f , analice la existencia de extremos locales de ),( yxf  clasificándo-

los y calculándolos. 
 

12) Sea f con fD continua y simétrica en todo el 

plano salvo en los puntos A y B . 
 

Calcule ò ×
3C

sdf  sabiendo que 

p12
1

=×òC sdf   y   p16
2

=×òC sdf . 

 

Se entiende que cada circulación se realiza con 
la orientación indicada en la figura, C3 es la 
frontera del triángulo. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

13) Sea 22 }{: Â®-Â Af con fD  continua y simétrica en D. Demuestre que f  es campo de 

gradientes en  D  si, y sólo si,  0=×òC sdf  con  C  cualquier curva  simple y suave a trozos que 

rodea al punto A . 
 

14) Analice si 22 }0{: Â®-Âf / )4/(),(),(),( 22 yxxyyxyxf +-+=  admite función po-
tencial en su dominio. 

 

15) Sea 33 }{: Â®-Â Af con fD continua y rotor nulo en su dominio, aplique el teorema 

del rotor para demostrar  que f admite función potencial en dicha región del espacio.(&)  
 

                                                      
(&) Observe que }{3

A-Â  es un conjunto simplemente conexo de 3
Â , pero  }{2

A-Â  no lo es en 2
Â . 

  x 

 C1   y 

A·
 C2 

 C1 

 C3 
    C2 

 x 

  y 

A·  

B·  
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16) Demuestre que 3/)( rrqkrE =  con ||||,),( rryxr ==  ,  k,q constantes(*) admite función 

potencial en }0{2 -Â . Halle UEyxU -Ñ=quetal),(  con ( ) 0, =¥¥U .  

Nota: Se utiliza ),( ¥¥U para simbolizar el ),(
),(),(

yxUlím
yx ¥¥®

. 

Esta es una nomenclatura que suele figurar en algunos libros de física y de electro-
magnetismo. Es más, es común hablar del “potencial en el infinito” sin dejar de en-
tender que se trata de un límite. 

 
 

17) Resuelva el ítem anterior en  }0{3 -Â  : dado 3/)( rrqkrE =  con ||||,),,( rrzyxr ==  

analice la existencia de función potencial; halle UEzyxU -Ñ=quetal),,( con 
0),,( =¥¥¥U . 

 

18) Analice si f  admite función potencial en su dominio natural; en “c” y “d” suponga 

1CÎj  : 

a) )
)1(

1
,

)1(
(),( 2222 yx

x

yx

y
yxf

+-

-

+-
=     c) ))(,,(),,( 2222 z

yx

x

yx

y
zyxf j

+

-

+
=  

b) )
94

6
,

94

6
(),( 2222 yx

x

yx

y
yxf

++

-
=              d) ))(,,(),,( 2222 z

yx

y

yx

x
zyxf j

++
=  

 

19) En 3Â , demuestre que: 
a) 0)( ºfrot  Û )( fD simétrica. 

b) f C div rot fÎ Þ º2 0( ( )) .  

c) 1Cf ÎÑ= f  Þ 0)( ºfrot . 

d) Con a b,  constantes:  )()()( gdivbfdivagbfadiv +=+  ,  

                                   )()()( grotbfrotagbfarot +=+ . 
e) Con  f  escalar:  gfgdivfgfdiv ×Ñ+= )()(  ,   gfgrotfgfrot ÙÑ+= )()( . 

f) )()()( grotfgfrotgfdiv ×-×=Ù . 
 

20) Calcule la circulación de ),,(),,( yxzyxyxzyxf --+-=  a lo largo de la curva inter-
sección del plano 632 =++ zyx  con los planos coordenados aplicando el teorema del 
rotor. Indique gráficamente la orientación que ha elegido para recorrer la curva. 
 

21) Calcule la circulación de ),,(),,( 2zyxyyxzyxf -=  a lo largo de la curva intersección 

de 8222 =++ zyx  con  22 zyx +=  aplicando el teorema del rotor. Indique gráfica-

mente la orientación que ha elegido para recorrer la curva. 
 
 

22) Siendo 1Cf Î , )2,1,3()),,(rot( yzyxf = , calcule la circulación de f  a lo largo del arco de 

curva de ecuación ))(sen2,)cos(2,0( uuX =  con ],0[ pÎu , sabiendo que la circulación 

de f  por el segmento desde  )0,2,0( - hasta (0,2,0) es igual a 16/3.   
 

23) Verifique el teorema de la divergencia con el campo ),,(),,( zxzyyxzyxf =  y la su-
perficie frontera del paralepípedo ]3,0[]2,0[]1,0[ ´´ . 

 

                                                      
(*)  Distribución plana de campo electrostático creado por una carga eléctrica  q puntual ubicada en (0,0). 
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24) Calcule el flujo de )),(,,(),,( yxgzxyzyxzyxf ----=  a través de la superficie 
frontera del cuerpo definido por 12432 £++ zyx  en el 1° octante. Indique la orienta-
ción del versor normal que considera y las hipótesis que supone para el campo escalar g. 

 

25) Calcule el flujo de )1,1,(=),,( 3222 zxzyxzxzyxf -+  a través del trozo S de paraboloide 

de ecuación 22 zxy +=  con 4<y  aplicando convenientemente el teorema de la diver-
gencia. Indique gráficamente la orientación que ha elegido para el versor normal a S. 

 

26) Suponga Â®Â:j , 1CÎj , ))(,)(,)((),,( 2 zxzyzxxyzxxzyxf jjj -+= ; calcule el 

flujo de f  a través de una superficie esférica S de radio R con centro en el origen apli-
cando el teorema de la divergencia, indique gráficamente la orientación del versor normal 
a S. 

 

27) Calcule el flujo de 1Cf Î  a través de la superficie de ecuación  221 yxz --=  sabiendo 

que ),,()0,,( 2xyxyxf = , siendo )1(2)),,(div( zzyxf += . 
 

28) Sea 33 }{: Â®-Â Af con derivadas continuas y divergencia nula en su dominio. Apli-

que el teorema de la divergencia para demostrar que el flujo de f  a través de una superfi-

cie S cerrada sólo depende de si  S  encierra o no al punto A . Se supone SAÏ , n
(

saliente. 
 

29) Sea 3),,( rrqkzyxE =  con ||||,),,( rrzyxr == . Calcule el flujo de E  a través de una 
superficie esférica de radio R con centro en el origen. Aplique lo indicado en el ítem 28 y 
concluya sobre el valor de dicho flujo a través de otras superficies que encierren al origen. 

 

30) Si )rot(gf = , se dice que g  es el  potencial vectorial de f . Demuestre que es nulo el 
flujo a través de cualquier superficie cerrada  S  de todo campo C1 que admita potencial 
vectorial (se supone S suave a trozos).  

 

31) Sean 2CÎj  armónico, H¶ suave a trozos la superficie frontera del cuerpo H y el campo 

vectorial jjÑ=f . Demuestre que  0³×òò H
dnf

¶
s

(
, siendo n

(
 saliente de H. 

 

32) Calcule el flujo de )3,),(,),((),,( 2xzxhzygzyxf =  a través de la superficie S  abierta 

de ecuación 225 yxz --=  con 1³z ; suponga 1Cf Î , indique la orientación que eligió 
para el n

(
 de S . 

 

33) Sea )2),(,),(,),((),,( zyxgyxgyyxgxzyxf -++=  calcule el flujo de f  a través de la 

frontera del cuerpo definido por 11con422 ££-£+ zyx ,  si  ),(),( yxyxyxg -+=Ñ . 
 

34) Sea )) (22,)(2,)(2(),,(/1 yxgzyxzyxgyyxgxzzyxfCf -+=Î , halle la expresión 

de f  sabiendo que el campo es solenoidal y que )3,2,3()1,1,1( -=f . 
 

35) Calcule el flujo de  )( hgf +Ñ=  a través de 9222 =++ zyx , siendo g armónico y h una 

solución de la ecuación diferencial zyxh -+=Ñ 22 . Suponga 1Cf Î  . 

36) Dados  ),6,6(),,( 23 zbybaxazyxf =  con  a, b constantes y la superficieS  frontera del 

cuerpo  D  definido por 422 £+ yx  con 41 ££ z . Halle  a  y  b  tales que el flujo de f  a 
través de S  sea un extremo local; clasifique dicho extremo suponiendo S  orientada hacia el 
exterior de D . 
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12.  Ecuaciones diferenciales � 2° parte 

Nomenclatura y consideraciones básicas: 

· S.G.  simboliza solución general, S.P. solución particular, S.S. solución singular. 

· Dada la ecuación diferencial ordinaria  0),,,,( )( =¢××× xyyyF n  de orden n, sus soluciones, de exis-
tir, no siempre admiten que se las exprese en forma explícita. Las soluciones son relaciones entre 
las variables que satisfacen a la ecuación diferencial; en especial, la S.G. debe contener n constantes 
arbitrarias esenciales.  

 
01) Resuelva las siguiente ecuaciones diferenciales homogéneas de 1° orden. 

a) 1)1(con2

2

=+=¢ y
x

y

x

y
y . c) 

4
)1(con

)/(cos2 p
=

+
= y

x

xyxy

dx

dy
. 

b) 02)( 22 =-+ dyyxdxyx . d) )(/ yxyy -=¢ . 
 

02) Halle la familia de curvas ortogonales a  xayx 222 =+ . 
 

03) Resuelva )3/()1( ++--=¢ yxyxy  aplicando la transformación )2,1(),( --= vuyx . 
 

04) Resuelva las siguiente ecuaciones diferenciales totales exactas o convertibles a este tipo. 

a) 0)cos(2 2 =++ dyyxdxyx . d)  0)( 2 =+- dyxdxyy . (*) 

b) 1)1(con
1

1
2

2

=-
-

-
=¢ y

yx

yx
y . e)  02)( 2 =-+ dyxydxyx . 

c) 0)334()6( 223 =-++- dyyxxydxyyx . f)  0)sen54(cos2 =++ dyxydxxy . 
 

05) Resuelva la ecuación  xexyyx /12 -+=¢ mediante el reemplazo )(2 xqxy = . 
 

06) Halle la S.G. de las siguientes ecuaciones diferenciales. 
a) 0258 =+¢+¢¢ yyy . 
b) 2485 =-¢+¢¢-¢¢¢ yyyy . 

c) xexyyy x 223 +=+¢-¢¢ . 
d) )sec(xyy =+¢¢ . 

e) xexyyy 12 -=+¢-¢¢ . 
f) )(sen2 xyy =¢+¢¢ . 

 

07) Halle g de manera que ))(,)((),( 2 xgxxgyyxf ¢-¢=  admita función potencial. 
 

08) Halle la solución particular (S.P.). 

a) S.P. de  242 xyyy =-¢-¢¢  tal que 4)0(,1)0( =¢= yy . 

b) S.P. de  x
eyyy

32 =-¢-¢¢  con recta tangente de ecuación 12 += xy  en (0,y0).  
c) S.P. de  )2(cos)2(sen22 xxyyy +=+¢+¢¢  tal que 1)0(,0)0( =¢= yy . 

d) S.P. de  xxyyy -=¢+¢¢-¢¢¢ 223   tal que  2)0(,2)0(,0)0( =¢¢=¢= yyy . 
e) S.P. de  12 -=-¢¢ xyy   con recta normal de ecuación  63 =+ yx  en (0,y0). 
 

09)  Dada )(xfyy =+¢¢  , halle su S.G. sabiendo que 22 xy =  es una S.P. 

                                                      
(*)  También es de variables separables, verifique que el método de resolución no cambia el tipo de solución obtenida. 
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10) El cuerpo de masa  M  puede desplazarse horizontalmente 
con rozamiento despreciable y está acoplado a la pared ver-
tical mediante un resorte de constante  k  y un amortiguador 
de constante  d . En tiempo 0=t  está en reposo en la po-
sición 0=x  y se le aplica una fuerza  F  constante que lo 
lleva hacia   x 

+  partiendo con velocidad ¢ =x ( )0 0 .  

 
 
 
 
 

               
{ {

xMxdxkF

amortigresorte

¢¢×=¢--
444 8444 76

.

                 resulta   FxkxdxM =+¢+¢¢  

a) Con 35.4=F , 3=M , 87=k  halle y grafique )(tx  para:  a1)  12=d  ,  a2)  38=d . 
b) Indique las unidades de medida de dkMxx ,,,, ¢¢¢  cuando el tiempo se mide en segun-

dos ( s][ =t ) , 2m/skg(N)Newton ][ ==F   y  m][ =x . 
 
11) En el circuito se observa una llave LL, una fuente de tensión E constante, un resistor de resisten-

cia R, un inductor con inductancia L y un capacitor con capacitancia C ; se suponen componen-
tes ideales. Se denotan vvv LR y,  las tensiones entre terminales del resistor, inductor y capaci-
tor respectivamente. 

Con  LL  cerrada se cumple que:  vvvE LR ++=        (1) 

Siendo(#) vCi ¢= , resultan:
î
í
ì

¢¢=¢=

¢==

vLCiLv

vRCiRv

L

R  

Reemplazando en (1) se obtiene: 

EvvRCvCL =+¢+¢¢  

  
 
 
 
 
 
 
 

En tiempo 0=t , con capacitor descargado ( 0)0( =v ) se cierra  LL  y comienza a circular co-

rriente ( 0)0(0)0( =¢Þ= vi ).  Halle y grafique )(tv  e  )(ti  cuando el tiempo se mide en segundos 

(s),  E =0.05 Volt,  R / L =4 s �1   , (LC) �1  =29 s �2 .   

Nota: Observe que  )(tv  permite simular )(tx del ítem anterior para el caso caso �a1)� (equiva-
lente eléctrico del sistema mecánico).  

 

12) Sea 09 =+¢+¢¢ vvkv  con 1)0(,0)0( =¢= vv ; ¿para qué valores de k la solución )(tv  pre-
senta oscilaciones amortiguadas?. 

 

13) Halle y grafique la familia de líneas de campo en los siguientes casos, al graficar recuerde orien-
tar la líneas según el campo en cada punto. 

 

a) ),2(),( xxyyxf -= .     e) E  según TP 11 � ítem 16. 

b) ),(),( xyyxf = . f) E  según TP 11 � ítem 17. 

c) ),2/(),( yxyxf = . g) ),,(),,( xzyzyxf = . 

d) ),(),( 22 yxyxkyxf = , k constante. h) )3,1,2(),,( =zyxf , campo constante. 
 

14) Demuestre que si 22: Â®ÂÌDf es un campo de gradientes, sus líneas de campo 

(que en cada punto tienen la dirección de f ) son ortogonales a sus líneas equipoten-

ciales. ¿Cómo se enunciaría esta propiedad trabajando en 3Â ?. 
 

                                                      
(#)  i es la intensidad de corriente eléctrica en el circuito. Unidades de medida:  [tensión] = Volt, [i] = Ampere, 

[R] = Ohm, [L] = Henry, [C] = Faradio. 

M 

d 

k 

F 

x 
0 

Siendo:          fuerza total      =  masa  ×  aceleración 

 

LL 

+   vR   � 

-

+
E   

R 

L 

OOO
OOO

O 

v
-

+
 

v L
-

+
 

C 
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15) Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de 1° orden. 

a) 
ïî

ï
í
ì

-=¢+¢

+=¢+¢ -

ytyx

yeyx t

2)(sen2
  con  1)0(,2)0( =-= yx . 

b) ),0,0(),,( gmzyxm -=¢¢¢¢¢¢  tiro libre de masa puntual  m  desde (0,0,0) en el instante 

0=t  con velocidad inicial  ),0,()0( zx vvv = ;  g constante (ac. de la gravedad). 

c) 
î
í
ì

=+¢

=+¢-¢

)cos(

)(sen34

tyx

txyx
 equivalente a   ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-

-
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ

¢

¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ -

)cos(

)(sen

10

03

01

14

t

t

y

x

y

x
. 

d) )3,3,(),,( yxzxzyzyx +++=¢¢¢ . 

e) 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--

---

=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

¢

¢

¢

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

- 3

2

1

3

2

1

010

101

111

120

011

021

y

y

y

y

y

y

  con  2)0(,1)0()0( 321 -=== yyy  . 

f) )122,2/32/32/3(),( 2 --+---=¢¢ tyttyxyx   con  3)0(,2)0( == yx . 
 

Cuestionario 
a) Enuncie el teorema de existencia y uni-

cidad de la solución de una ecuación di-
ferencial ordinaria. 

b) Defina los tipos de soluciones de una 
ecuación diferencial ordinaria. 

c) Si 
1py e 

2py son soluciones de la ec. 

diferencial )(xfycybya =+¢+¢¢ , de-

muestre que 
21 pp yyy -=  es solución 

de la homogénea. 

d) Si 
1py  e 

2py  son respectivamente S.P. 

de  )(1 xfycybya =+¢+¢¢  

             e  )(2 xfycybya =+¢+¢¢  

demuestre que 
21 pp yyy +=  es S.P. de 

)()( 21 xfxfycybya +=+¢+¢¢ . 

e) Halle una transformación que convierta 

la ecuación 11 +=¢ -xyy  a una ecua-
ción del tipo variables separables. 

 

Resolución de ecuaciones diferenciales con el Mathematica 
 

Se dispone de dos funciones, DSolve y NDSolve; trabajando con ec. diferenciales ordinarias: 
DSolve[eqn, y, x] resuelve la ec.dif. eqn para la función y, con variable independiente x. 
DSolve[eqn, y[x], x] resuelve para hallar la expresión formal de la S.G. 
DSolve[{eqn,cond}, y[x], x] resuelve para hallar la expresión de la S.P. que cumple con cond. 
DSolve[{eqn1,eqn2, ...}, {y1[x],y2[x], ...}, x] resuelve un sistema de ec. diferenciales. 
NDSolve[eqn, y, {x,xmin,xmax}] encuentra una solución numérica de la ec.dif. eqn para la 
función y, con variable independiente x en el rango xmin a xmax. 
NDSolve[{eqn1,eqn2, ...}, {y1,y2, ...}, {x,xmin,xmax}] es para sistema de ec. diferenciales. 
Ejemplo 1: resolvemos el ejercicio del ítem 11a. 

DSolve[{y��[x] � y�[x] � 2 y[x] ==  4 x^2 ,  y[0] ==  1 , y�[0] ==  4} , y[x] , x]  (*) 

{{y[x] e (2 3e 2e + 2e x 2e x )-x x 3x x x 2® - + - }}  

y[x] /. %          Devuelve la expresión de y[x] según (/.) el último resultado (%).        

{e (2 3e 2e + 2e x 2e x )-x x 3x x x 2- + - }   Aparece como lista o vector (de 1 componente). 

%[[1]]              Devuelve la 1° (única) componente del resultado anterior. 

e (2 3e 2e + 2e x 2e x )-x x 3x x x 2- + -  

f[x_ ] =  Expand[%]      Define f[x] expandiendo (prop. distributiva) el resultado anterior. 

- + + + --3 2e 2e 2 x 2 xx 2x 2  

                                                      
(*)  Donde dice ¢ ¢y  es con doble prima, no es  y� con comillas. 
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Ejemplo 2:  resolvemos el ítem 12b del TP-1,  trayectorias ortogonales a la familia xeCy = . 

fam1 =    y[x] ==  c Exp[x] ; 
Eliminate[{ fam1, D[fam1, x] }, c] 
y[x] y [x]= = ¢  

%  /.  y�[x] - >  � 1/y�[x]  
(*) 

y[x]
y [x]

= = -
¢

( )
1

 

DSolve[y�[x] ==  �1/y[x], y[x], x] 
{ { y[x] - >  �Sqrt[�2 x + C[1]] } ,  { y[x] - >  Sqrt[ �2 x + C[1]] } } 

Vemos que la respuesta es del tipo y = ±  ; es decir,   ( )xky -= 22 . 

Graficamos algunas curvas de ambas familias 

a = Table[Plot[ c Exp[x] , {x, �1, 4}, PlotRange - >  { All , {�2, 2} } ] , 

                 {c, �2, 2, 0.2}] ; 
b = Table[Plot[ c Exp[x] , {x, �1, 4}, PlotRange - >  { All , {�2, 2} } ] , 

                 {c, � 0.2, 0.2, 0.08}] ; 
<< Graphics`ImplicitPlot` 
c =  Table[ImplicitPlot[ y^2 == 2 (k � x) , {x, �1, 4}],  {k, �4, 4, 0.5}] ; 
Show[a,b,c, AspectRatio - > Automatic]; 

Gráfico que genera el Show: 

 

Ejemplo 3:  una resolución numérica con graficación. 
rr =  NDSolve[{ y�[x] = =  2 x ,  y[0] = = 2 } ,   y , {x, �1, 1} ] 

{{ y - >  InterpolatingFunction[{�1. , 1. }, < >  ] }} 

Plot[Evaluate[ y[x] /. rr ], {x, �1, 1} ] ; 

 
 

y[0.5] /. rr    En esta línea pedimos el valor numérico de la S.P. para  x =  0.5 . 
{2.25} 

 

                                                      
(*)  En esta línea se ordena:  en el último resultado (%)  reemplazar (/.)  y�[x]  por  �1/ y�[x] . 
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Requerimientos teóricos para exámenes de promoción y finales 

Espacio Euclídeo: producto cartesiano, definición general de función, distancia, espacio métrico, IRn, 
base canónica, representación de puntos como n-upla ordenada y como combinación lineal de los 
versores fundamentales. 
Se supone conocido: operaciones con vectores, propiedades, ortogonalidad, independencia, base de 

un espacio vectorial. 
 
Conceptos de topología en IRn: esfera abierta, entorno. Puntos: acumulación, interior, exterior, fron-
tera, aislado. Conjuntos: abierto, cerrado, acotado. Definición de recta y segmento en IRn (vectorial, e 
interpretación cartesiana para IR2 y IR3), poligonal. Conjunto convexo. 
 
Funciones: definiciones de función (f : DÌ IRn ®  IRm), dominio, recorrido, campos escalares y vecto-
riales, gráficas y conjuntos de nivel. Representaciones geométricas. Representaciones )(y XfX  en 

el mismo gráfico (ejemplo: velocidad en cada punto de un fluido en movimiento). 
 
Límite y continuidad: Definiciones de límite y continuidad para f : DÌ IRn ®  IRm,  límites iterados, 
lím vectorÛ lím componentes (enunciado) y extensión (enunciado) a continuidad, otras propiedades 
de límite y continuidad (enunciar). 
Definición de curva en el espacio IRn, ecuaciones vectorial y paramétricas, caso de IR2 (ecuación carte-
siana), arco de curva (abierto, cerrado, simple), límites acercándose por curvas, propiedades (enun-
ciar).  
Definición de superficie, ecuación vectorial, líneas coordenadas, casos especiales de 

)),(,,( yxfyxX= ,  ),),(,( zzxfxX=   y   ),,),(( zyzyfX = , ecuación cartesiana. 

 
Derivadas: Definición de derivada de función vectorial de una variable, vector derivable Û compo-
nentes derivables (demostración). Punto regular de una curva, ecuaciones de recta tangente a una cur-
va (demostración), caso de IR3: plano normal (definición y obtención de la ecuación cartesiana). 
Definición de derivadas de funciones de varias variables: respecto de un vector, direccional y parcial. 
Campo vectorial derivableÛ componentes derivables (demostración). Propiedad de homogeneidad 
(demostración). Interpretaciones geométricas de derivada parcial y de derivada direccional de campo 
escalar. Teorema del valor medio en forma vectorial (enunciado). Fórmula de acotación de errores, su 
interpretación. 
Definición de �función derivada parcial� y de derivadas parciales sucesivas. Teorema de Schwarz 

(enunciado). 
 
Diferenciabilidad: definición de diferenciabilidad para funciones de f : DÌ IRn ®  IRm, reconocimien-
to dimensión y estructura de las matrices, conclusión función diferenciableÛ componentes diferen-
ciables para el caso de funciones vectoriales. 
Derivabilidad y continuidad de funciones diferenciables (demostración),  matriz jacobiana (obten-
ción), caso de campos escalares, definición de gradiente, cálculo de derivadas direccionales con gra-
diente y propiedades del gradiente (demostración).  

Diferenciabilidad de 1Cf Î (enunciado). Diferencial total (definición), Dx dx=  para el caso de va-

riable independiente (demostración), distintas expresiones para el diferencial total. Definición de pun-
to regular de una superficie, plano tangente y recta normal a una superficie (dada en forma vectorial y 
en forma cartesiana explícita). 
Aproximaciones en base al diferencial total , interpretación geométrica para funciones de IR ® IR   y de  
IR 2 ® IR.. 
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Composición de funciones: definición de función (h) como composición de dos funciones dadas, 
propiedades de continuidad, derivabilidad y diferenciabilidad de h (enunciado), regla de la cadena en 
forma matricial (enunciado). Obtención (desde la forma matricial) de la expresión de cálculo de deri-
vada para el caso especial del tipo ¢ = Ñ × ¢h t f g t t( ) ( ( )) g ( )0 0 0 , regla práctica de derivación mediante 

red orientada. 
 
Funciones definidas en forma implícita: función definida implícitamente por una ecuación (defini-
ción), teorema de existencia y unicidad (enunciado), fórmula de derivación (demostración). 
Curvas (planas) y superficies definidas implícitamente (hipótesis y conclusiones de regularidad); per-
pendicularidad del gradiente respecto de los conjuntos de nivel (demostración para curvas y para su-
perficies). Conclusiones sobre uso del gradiente para obtención de las ecuaciones de plano tangente y 
recta normal a una superficie, y de recta tangente a curva plana. 
 
Diferenciales sucesivos - fórmula de Taylor:  

Definición y obtención de )(2 k,hfd A  para f : D Ì IR2 ® IR  en el punto A interior a D. Generalización 

para )(Hfd i
A  con f : D Ì IR n ® IR , hipótesis, uso del operador.  

Fórmula de Taylor (orden r) para  f : D Ì IRn
®IR  en un ( )AU  con 1+Î rCf . En especial, para 2=n , 

con ( ) )()( 00 y,xAAUy,xX =ÙÎ= , obtención de la expresión: 

( ) ( ) ( ) ( ) 10con2
2

1
<<Ù-+=-+= qq AXABAXfdXzXf Bp  , 

donde  )( y,xzz p=  es la ecuación cartesiana del plano tangente a la superficie de ecuación  

( )y,xfz =  en el punto ))(( 0000 y,xf,y,x . 

 
Extremos: Definición de extremos absoluto y relativo. Condición necesaria para la existencia de ex-
tremo relativo para f : D Ì IRn ®  IR  ( n >1): 

- Si ( )$ ¢f A r,
(

 y ( )f A  es extremo relativo ( )Þ ¢ =f A r,
(

0  (demostración). 

- Si  f  es diferenciable en A  y ( )f A  es extremo relativo ( )ÞÑ =f A 0  (demostración). 

Punto estacionario. Condición suficiente, uso del Hessiano (enunciado). 
 
Extremos ligados: Concepto, condición necesaria de existencia - método de los multiplicadores de 
Lagrange (enunciado para una o más condiciones de vínculo). 
 
Curvas: definición de puntos y arcos simples y regulares ( $ ¢Ù ¢ ¹g g 0 ), arcos suaves (regular + ¢g  

continuo). Arco de curva rectificable (definición), longitud de arco de curva (definición), fórmula de 
cálculo de la longitud de arco (enunciado).  
Definición de diferencial de arco: ds s t dt g t dt= ¢ = ¢( ) ( )|| || ,  ds g t dt T ds= ¢ =( ) , con s s t= ( ) . 

Concepto de triedro intrínseco, curvaturas de flexión y de torsión. 
 
Operador Ñ : aplicación a campos escalares y vectoriales, gradiente, rotor y divergencia, propieda-
des: aplicación a suma y producto de campos, aplicación reiterada, Laplaciano. Condición suficiente 
para asegurar que  rot(grad( f X( ) )) º 0 (demostración). 

 
Integrales de línea: integral de línea de campo vectorial (circulación), definición como 

f ds f g t g t dt
C a

b
× = × ¢ò ò ( ( )) ( )  donde C  es la trayectoria X g t= ( )  con [ ]t a bÎ , . Propiedades 

(enunciado). Trabajo (definición e interpretación física). Caso de independencia del camino (demos-
tración). Función potencial, condición necesaria de existencia (demostración), condición suficiente 
(enunciado). Cálculo de función potencial (método de trabajo). 
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Integrales múltiples: intervalos n-dimensionales , extensión de un intervalo, casos de área y de vo-
lumen; conjuntos de extensión nula. 
Integral doble: definición (con sumas inf. y superior),  propiedades (enunciado), condiciones de inte-
grabilidad (enunciado). Cálculo como integrales simples sucesivas (enunciado del teorema para re-
gión rectangular), casos de regiones simples y de regiones subdividibles en cantidad finita de regiones 
simples. Cambio de variables (enunciado del teorema), caso de transformaciones lineales y de coor-
denadas polares, líneas coordenadas, elemento de área, diferencial de área. Interpretación de las 
fórmulas de cálculo usadas en aplicaciones geométricas y físicas (área de región plana; masa, momen-
tos y centro de masa de chapas planas; volúmenes). 
Integral triple: definición y cálculo en intervalo cerrado y en regiones más generales, propiedades y 
condiciones de integrabilidad (como extensión de integrales dobles). Cambio de variables (enunciado 
del teorema). Coordenadas cilíndricas y esféricas, superficies coordenadas, elemento de volumen, 
diferencial de volumen. Interpretación de las fórmulas de cálculo usadas en aplicaciones geométricas 
y físicas (volumen, masa, momentos y centro de masa de cuerpos). 
 
Área de una superficie: dada la superficie de ecuación X F u v= ( ), ÌÎÙ Dv,u )( IR2, interpretación 

geométrica del diferencial de superficie ( d F F dudvu vs = ¢ Ù ¢|| || ) en base a líneas coordenadas. Cálcu-

lo del área mediante òòD ds , hipótesis de trabajo. Obtención de las fórmulas de cálculo para los casos 

de superficie dada en forma explícita y en forma implícita. 
 
Integrales de superficie: Concepto de superficie orientable. Integral de superficie de un campo esca-
lar y de un campo vectorial (flujo): definición con superficie dada en forma vectorial  
( X F u v= ( ), ÌÎÙ Dv,u )( IR2 ).  Obtención de las fórmulas de cálculo para los casos de superficies 

dadas en forma explícita y en forma implícita, análisis de la orientación del versor normal. 
 
Teorema de Gauss o de la divergencia: enunciado, caso de campos solenoidales (caso particular de 
líneas de campo cerradas). 
 

Teorema de Green: enunciado, cálculo del área de región plana con integrales de línea (obtención de 
fórmulas posibles). Caso de campos de gradiente, relacionar con independencia de la circulación res-
pecto del camino. 
 

Teorema de Stokes o del rotor: enunciado. Caso de campos irrotacionales, relacionar con indepen-
dencia de la circulación respecto del camino. 
 
Ecuaciones diferenciales: definiciones de expresión diferencial y ecuación diferencial. Clasificación 
de las ecuaciones diferenciales, orden de una ec. dif. ordinaria. Definición de ec. dif. ordinaria lineal, 
grado de la ecuación. Definiciones de familia de curvas, orden de infinitud, soluciones de ecuaciones 
diferenciales ordinarias (general, particular y singular). 
Ec. dif. ordinarias de 1° orden: unicidad de la solución (enunciado). Definiciones y métodos de reso-
lución de los siguientes tipos: variables separables, lineales, homogéneas, totales exactas y reducibles 
a totales exactas mediante factor integrante dependiente de una variable. 
Líneas de campo: definición, planteo del problema, casos simples de resolución. 
Trayectorias ortogonales: definición, método de obtención. Líneas de campo conservativo como tra-
yectorias ortogonales de las líneas equipotenciales (demostración).  
Ecuaciones diferenciales ordinarias de 2° orden: existencia y unicidad de la solución (enunciado). 
Resolución de ecuaciones de 2° orden lineales con coeficientes constantes: solución general de la 
homogénea (demostración), solución general de la completa como yh + yp (demostración). Método de 
variación de parámetros para la obtención de yp (demostración). Método de los coeficientes indeter-
minados para la obtención de yp (aplicabilidad, metodología de trabajo). 
Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales a coeficientes constantes: aplicaciones, uso 
del álgebra lineal para su resolución (método de trabajo). 
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Resultados de los ejercicios 
(No se incluyen gráficos ni demostraciones) 

 
T.P. N°1 
 

01) a b c d e f 

orden 3 3 3 2 1 2 

grado 1 1 1 ------ 1 1 

     lineal lineal 
 

02) c) 342 -= xy .   e) existen dos soluciones:  xy -=1 , 4/2xy -= .    f)  84 22 =+ yx . 
 

03) a) yxy ¢= 2 .    b) 0=¢+ yyx .    c) 0)1( 22 =¢+-¢¢ yyyy .    d) 02 =+¢-¢¢ yyy . 

e) 003 ¹Ù=¢¢+¢¢¢ xyyx .         f) 2yyy ¢=¢¢ . 

04) a) 1)1( +=¢- yyx .    b) 12 =-¢ yyyx .    c) 222 xyyyx -=¢ . 
 

05) 3/)3(1tan)( xxeKxg
-+= , ÎK IR . 

 

06) Se comprueba. Si existe otra solución, ella es 0=y . 

07) a) S.P.: 06062)2(3 32 =+++- xxy .        b) S.G.: 
2xexCy = .   

       c) S.G.: Cxy +=- 212 .                         d) S.P.: 011023 =+--+ xxyxyx . 

       e) S.P.: 93 2 ++-= xy .                         f) S.P.: 1]2Exp[3 2
2
1 --= xxy . 

08) Cxy =- 22 . 

09) 2/2

2 xey -= . 
 

10) a)  xCy =  (no  incluye: 0=x ).    b)   Cy = .        c)  Cxy +-=  (no incluye: 0=x ). 

d)  Cyx =2 .                                     e)   Cyx =+ 22  con 0>C . 
 
 

11) 22 22 =+ yx . 
 

12) Cyx =-+ 22 )5(  con 0>C . 

13) a) 2/3xxCy += .                               c) 24)(6 2/32 -+= xy .       

b) )sen()sen(1 xeCxy -++-= .          d) ( ))3cos(3 2 xCxy -= . 
 

14) Se verifica, la S.G. es: 
2

3 xeCy -+= . 
 
 

15) )cos(
1

)(sen2/
x

x

x
y -

+

+
=
p

. 

16) xexxy -+-= 2)cos()(sen . 
 

17) a)   tvxx += o .      b) 2
2
1

oo tatvxx ++= . 

18) a) tk
AA eTTTT --+= )( o .   b) Con :0>k At

TT ¾¾ ®¾
¥®

.   c)  1hora)2ln(2 -=k . 

19) Sugerencia: halle las correspondientes ecuaciones diferenciales y verifique que se pasa de 
una de ellas a la otra reemplazando y¢  por y¢-1 . 
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20) a) Kxy +-=
2
1 .    c) Cyx =+ 33 .         e) Cy| x| =- 2)2cos(ln . 

       b) Kyx =+ 22 .      d) y x K=- +ln( ) .      f) 0,22 >=+ CCyx . 
 

21) 3/1=a . 
 

22) 24p . 

23) 23 += xy . 

24) 4/)( 22
xxeBAy

x
+-+= . 

25) 321 CxCeCy x ++= . 
 

26) Se verifica, 60 =y . 

27) 4/2a . 

28) a)  )1()1( 222 -=- xyCy .   b) Se verifica, es 222 )1(32)1( -=- yxy .   c) Se verifica. 

29) xxy 33 += . 

30) Sugerencia: recuerde que )()(22 bababa +-=- . Las soluciones son: 1, -== xyxy . 

31) Sugerencia: observe que yyyyy ¢¢+¢=¢¢ 2)()( . 
 

 
 

 

 

T.P. N° 2 
 
01)  interior exterior frontera aislado acumulación 
 

1P    X X  
 

2P    X  X 
 

3P  X    X 
 

4P    X  X 
 

5P   X    
 

02) a) })2,2()0,0(4/),{( 222 ÚÚ=+ÂÎ=¶ yxyxS . 

b)      }40/),({ 222 <+<ÂÎ= yxyx . 

c)  }4/),{( 222 £+ÂÎ=¢ yxyxS . 
d) No es cerrado, no es abierto, es acotado. 

e) )}2,2{(}4/),{()( 222 È£+ÂÎ= yxyxSCl . 

03) a) }1,4/),({interior 222 >+<+ÂÎ= yxyxyx . 

}1,4/),({}1,4/),({frontera 222222 =+<+ÂÎÈ³+=+ÂÎ= yxyxyxyxyxyx

}1/),({}4/),({exterior 2222 <+ÂÎÈ>+ÂÎ= yxyxyxyx . 
Es cerrado, no es abierto, es compacto, es conexo. 

b) }0,274/),({interior 222 ><+ÂÎ= xyxyx . 

}0,274/),({}0,274/),({frontera 2222 22 =<+ÂÎÈ³=+ÂÎ= xyxyxxyxyx

}0/),({}274/),({exterior 22 22 <ÂÎÈ>+ÂÎ= xyxyxyx . 
Es cerrado, no es abierto, es compacto, es conexo. 

S 
o 
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c) }2,3/),({interior 222 >+<-ÂÎ= yxyxyx . 

}2,3/),({}2,3/),({frontera 2222 22 =+<-ÂÎÈ³+=-ÂÎ= yxyxyxyxyxyx

fronterainteriorexterior 2 --Â= . 
Es cerrado, no es abierto, no es compacto, es conexo. 

d) f=interior . 

}2/0,))(sen,)(sen,)cos((/{frontera 3 p££=ÂÎ= ttatataXX . 

fronteraexterior 3 -Â= . 
Es cerrado, no es abierto, es compacto, es conexo. 

e) }9/),,{(interior 2222223 <++Ù<+ÂÎ= zyxzyxzyx . 

})9(

)9(/),,{(frontera
222222

2222223

=++Ù<+Ú

Ú£++Ù=+ÂÎ=

zyxzyx

zyxzyxzyx
. 

fronterainteriorexterior 3 --Â= . 
No es cerrado, es abierto, es acotado, no es compacto, es desconexo. 
 

04) Analice observando su representación geométrica. 
 

05) a) }21/),{(}21/),{( 22 xyxyxxyxyxD <Ù-<ÂÎÈ>Ù->ÂÎ= } . 

b) }11/),{( 2 £<-Ù>ÂÎ= xxyyxD . 

c) }11/),{( 22 £+£-ÂÎ= xyyxD . 

d) }1/),,{( 3 ++>ÂÎ= yxzzyxD . 
e) Puntos debajo de la recta 2=+ yx  en 1° y 3° cuadrante, excluidos los ejes coordenados. 
f) Semiplano 0³y  salvo los puntos de la recta  xy -=   y los puntos del eje y. 

g) }1/),,{( 3 <ÂÎ= yzyxD . 

h) }2/),{( 222 xyxxyxD £+£ÂÎ= . 

i)  2Â=D . 

j) })0,0({})02()02(/),{( 2 -£Ù-£Ú³Ù-³ÂÎ= yxyyxyyxD . 
 
06) En todos los casos se describen conjuntos de nivel k  para distintos valores posibles de k . 

a) Hipérbolas equiláteras de ecuación  2+= kyx  con 2-¹k  (1º y 3º cuadrante si 2->k , 

2º y 4º cuadrante si 2-<k ), incluidos ambos ejes de coordenadas (caso de 2-=k ).  

b) Hipérbolas equiláteras de ecuación  )ln(kyx =  con 10 ¹Ù> kk  (2º y 4º cuadrante si 

10 << k , 1º y 3º cuadrante si 1>k ), incluidos ambos ejes de coordenadas (para 1=k ). 

c) Paraboloides de ecuación kyxz -+= 22 , ÂÎk . 

d) Líneas de ecuación ÂÎ-= kxky ,|| . 

e) Puntos del espacio xyz  cuya distancia al origen de coordenadas es igual a 2/ke con 

ÂÎk , la ecuación es kezyx =++ 222 . 
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f) Para }0{-ÂÎk : circunferencias de ecuación 222 )2())2(( 1 -=+- - kykx  excluido 
el origen de coordenadas, para 0=k : el eje y  salvo el punto )0,0( . 

g) Debe ser 0³k . Para 0=k : el plano xy . Para 0>k  paraboloides de revolución alre-

dedor del eje z  de ecuaciones )( 22 yxkz +=  o )( 22 yxkz +-=  excluyendo el 
punto )0,0,0( . 

 

07) a) conj. imagen:  {zÎIR / 0³z },  conj. positiv.:   IR 2
-{( , )}0 0 . 

inter. planos:   en 0=z : (0,0), en 0=y : parábola 2xz = , en 0=x : parábola 2yz = . 

b) conj. imagen: {zÎIR / 0³z },  conj. positiv.:   IR 2 )}0,0{(- . 
inter. planos: en 0=z : (0,0), en 0=y : semirrectas || xz = , en 0=x : semirrectas 

|| yz = . 

c) conj. imagen: {zÎIR / 30 ££ z },  conj. positiv.:  {(x,y)ÎIR 2/ 922 <+ yx }. 

inter. planos:   en 0=z : circunferencia 922 =+ yx , en 0=y : semicircunferencia 

29 xz -= ,  en 0=x : semicircunferencia 29 yz -= . 

d) conj. imagen: IR   ,  conj. positiv.:  {(x,y)ÎIR 2/ 2<+ yx }, 
inter. planos:  en 0=z : recta 2=+ yx , en 0=y : recta 2=+ zx , en 0=x : recta 

2=+ zy . 

e) conj. imagen: {zÎIR / 2£z },  conj. positiv.:  {(x,y)ÎIR 2/ 22 <<- x }, 

inter. planos:  en 0=z : rectas 2±=x , en 0=y : parábola 22 xz -= , en 0=x : re-
cta 2=z . 

f) conj. imagen: {yÎIR / 1-³y },  conj. positiv.:   {(x,z)ÎIR 2/ 1)1( 22 >+- zx }. 

inter. planos:  en 0=z : parábola 1)1( 2 --= xy , en 0=y : circunferencia 

1)1( 22 =+- zx ,  en 0=x : parábola 2zy = . 
 

08) a) por ejemplo: )1ln(),( 22 -+= yxyxf . 

b) por ejemplo: 22)1(9),( yxyxf -+-= . 

c) por ejemplo: )1,)3ln((),( ++--= yxyxyxf . ¿Cómo sería con campo escalar?. 

d) por ejemplo: 2/122 ])2()1[(),( --+-= yxyxf . 
 

 

09) a) paraboloide hiperbólico, b) hiperboloide de dos hojas, c) elipsoide, d) --, e) plano, f) --. 

10) a) semicircunferencia de ecuación 21 xy -= .  b) trozo de hélice circular con p££ z0 .  

11) b) 2/0con))cos(2,)(sen2,)cos(2( p££= uuuuX . 

       c)  Sobre xy: ]2,0[)0,)sen(2,)cos(2( pÎÙ= uuuX ;  00con
0

422
³Ù³

ïî

ï
í
ì

=

=+
yx

z

yx
. 

     Sobre xz: ]2,0[),0,( ÎÙ= uuuX  ;   
î
í
ì

££
=

=
20con

0
x

y

xz
. 
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     Sobre yz: ]2,0[))cos(2,)sen(2,0( pÎÙ= uuuX ; 00con
0

422
³Ù³

ïî

ï
í
ì

=

=+
zy

x

zy
 

 

12) interior:      }21/),({ 222 <+<ÂÎ= yxyx . 

puntos aislados:  ÎÂÎ- nn /)0,({ 21 IN }1, >n . 

frontera: ÎÚ=+Ú=+ÂÎ=¶ - nnyxyxyxS ,)0,(21/),({ 122222 IN )}0,0{(}È , 

conjunto derivado: )}0,0{(}21/),({ 222 È£+£ÂÎ=¢ yxyxS . 

clausura: ÎÚ£+£ÂÎ= - nnyxyxSCl ,)0,(21/),({)( 1222 IN } )}0,0{(È  
      

 

T.P. N° 3 

01)  a) 2=L  .     b)  L$/ .     c)  0=L .     d)  L$/ . 
02) Al no aclararse otra cosa, ))ln(,||/)(sen( uuuu tiene dominio natural IR + y ambas com-

ponentes tienen límite en IR +.  
En cambio (sen( )/| |, )u u u  está definida en IR –{0}, donde no existe el      ||/)(senlim

0
uu

u®
. 

03) Existe, L = ( / , , )1 2 1 1 . 

04) a) Es curva (recta en 2Â ).     b)  es curva.     c)  es curva.     d) es curva (recta en 3Â ). 
e) No es curva pues el dominio es desconexo.     f) no es curva pues g  es discontinua en 0 . 

 

05) a) 2/1=L .   b) 0=L .   c) L$/ .   d) L$/ .   e)  0=L .   f) L$/ .   g) L$/ .   h) L$/ .   i) L$/ . 
j) L$/ .   k) L$/ .   l) 0=L .   m) L$/ .   n) 0=L .   o)  L$/ .   p) 0=L .   q) L$/ . 
 

06) a) }01||/),{( 2 ¹Ù<ÂÎ= xxyxD .     

b) ),(
),0(),( 0

yxflím
yyx ®

$/    ,    0),(),(
),1(),(),1(),( 00

==
®-®

yxflímyxflím
yyxyyx

. 

 

07) a) L$/ .    b) L$/ .    c) 81=L .    d) L$/ .    e) L$/ .    f) )2/1,0(=L . 

08) Por ejemplo  ÂÎ+= xxxX con)4,2,( 2  está incluida en S por ser una de sus líneas 

coordenadas correspondientes a la representación ( ) 222 ,con),,( ÂÎ+= yxyxyxX ; 
para 1=x  la imagen es el (1,2,5). Es curva por ser imagen de un intervalo real (Â ) a 
través de una función vectorial continua (componentes continuas: una constante y las otras 
del tipo polinomio). 

09) a) Por ejemplo  
ïî

ï
í
ì

=

=
2

2

2
:

xz

xy
C   (1) , también podría ser 

ïî

ï
í
ì

=

=

yz

xy
C

2
:

2
   (2). 

b) La forma (2) indicada en la respuesta (a) muestra que los puntos de C están sobre el 
plano de ecuación yz 2= , por lo tanto  C es una curva plana. 

c) La ecuación cartesiana de la superficie es  yxz += 2 , y con ella cumplen todos los 
puntos de C. 

 

10)   a b c d e f g h 
 continuo  X X     X 
 no continuo X   X X X X  
 

11) a) No.   b) Si, con 2)0,( xxf = .   c) Si, con )0,0,1()0( =g .   d) Si, con )0,1()0( =g . 
 

S 
o 
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12) a) }22/)0,{( 22 <<-ÂÎ-Â xx .     b) 2Â . 

13) a)  Comience demostrando que 1
22

2
<

+ yx

x
 en todo entorno reducido de (0,0). 

 b)  No se puede, todo punto ),( yx de dicha línea tiene coordenada 1³x . 
 

14) Comience por expresar los productos escalar (para h ) y vectorial (para w ) en función de 
las componentes de f  y de g . 

 
 

T.P. N° 4 

01) En cada caso se indica una respuesta posible a lo requerido. 

a) Ecuación :C  ÂÎÙ-= xxxxX )5,,( 22 , recta tg.: ÂÎÙ-++= uuuuX )41,44,2( . 

Plano normal: 1444 =-+ zyx , 2),(),,4414( ÂÎÙ+-= zyzyzyX . 

b) Ecuación :C  ÂÎÙ--= xxxxX )12,1,( , recta tg.: ÂÎÙ+++= uuuuX )23,1,2( . 

Plano normal: 92 =++ zyx , 2),())/2(9,,( ÂÎÙ--= yxyxyxX . 

c) Ecuación :C ]2[0,)2,)sen(2,)cos(2( pÎÙ= tttX , recta tg.: ÂÎÙ= uuX )2,2,( . 

Plano normal: 0=x ,  2),(),,0( ÂÎÙ= zyzyX . 

Las tres son curvas planas, pertenecen a los planos de ecuación: 
a) 5=+ zy .    b) yxz += .    c) 2=z . 

 

02) a) No.     b) Si, en (6, 0.5, 5.5)  y en (15, 2, 7).     c)   No. 
 

03) Por ejemplo, el plano 0=y  contiene a los puntos )2,0,2(y),0,2(,)0,0,2( pp- de la curva; 
la curva no es plana pues CÎ)/2,2,0( p  pero no está en el plano antes mencionado. 

04) a) 233 32),(,24),( yxxyxfyyxyxf yx +=¢++=¢   ambas definidas en 2Â . 

b) y
z

yx
y

x
x ezyxfezezyxfeyzyxf 33 ),,(,3),,(,2),,( 22 =¢+=¢=¢  las tres def. en 3Â . 

c) 
2222

2 2),(,)21(),( yx
y

yx
x eyxyxfexyxf ++ =¢+=¢  ambas definidas en 2Â . 

d) 2222 ),(,),(
yx

x
y

yx

y
x yxfyxf

++

-
=¢=¢  ambas definidas en }0/),{( 2 ¹ÂÎ xyx . 

e) )(sen)(sen ),(,),( y
y

x
x eyxfeyxf =¢-=¢  ambas definidas en 2Â . 

f) 
22 )) 22222 (( 2),(,2),( yx

y
xyx

x eyyxfeexyxf ++ =¢-=¢  ambas definidas en 2Â . 
 

05) a) 2)2,1(,10)2,1( =¢=¢ yx ff .      c)  )0,0(,0)0,0( yx ff ¢$/=¢ .  

b) 2)1,1(,)1,1( =¢¢$/ yx ff .            d)  )0,0(,)0,0( yx ff ¢$/¢$/ . 
 

06) a) Por ejemplo con límite por rectas. b) 0),0( =¢ rf
(

 sólo existe para los r
(

 del enunciado. 
 

07) 20),0( ÂÎ"=¢ rrf
((

. La discontinuidad por ejemplo con límite por 3xy =  
 

 

08) a) Se demuestra usando definición.   b) Se verifica. 
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09) Comentario: tenga en cuenta que en este caso la regla práctica de derivación no permite 
concluir sobre la existencia de la derivadas parciales en el origen.  

 

10) 5/22),)1,1(( -=-¢ rf
(

. 
 

11) a) sólo es derivable con resultado 0 según (0,1), ( , )0 1- , (1,0) y ( , )-1 0 . 

b) 
ïî

ï
í
ì

=

¹
=¢

0si0

0si/
))(,0(

2

u

uuv
u,vf   con  122 =+ vu . 

12) a) 1° y 2° en }0{2 -Â . 

b) 1° y 2° en }00/),{( 2 >Ù¹ÂÎ yxyx . 

c) xyxxx fff ¢¢¢¢¢ ,,  en }0{2 -Â ;  yyyxy f,f,f ¢¢¢¢¢  2Â . 

d) 1° y 2° en }0/),,{( 3 >ÂÎ zyzyx . 
 

13) a) )53132arccos(Ángulo = .    b)  tiempo =  2 segundos. 
 

14) Ayuda, recuerde la definición de transformación lineal. 
 

15)  )2,2(-=k . 

16) Suponiendo g  derivable en entorno de 10 =x ,  12)( -= xxg . 

17) Suponiendo g ¢¢  existente,  2)( xxxg -= . 
 

18) Suponiendo g ¢¢  existente,  )]1(2Exp[1)( -+= ttg . 
 

19) Se verifica por simple cálculo y reemplazo. 
 

20) Se demuestra por simple cálculo y reemplazo. 

21) Según se enuncia, debe trabajar derivando 
222

),,(
zyx

k
zyxf

++
=  con  k constante. 

22) Observe que, por ejemplo, 2/3222 )(
),,(

zyx

xk
zyxP

++
=  . 

23) ( ) 00,1 =¢yf . 
 

24) El dibujo intenta mostrar que la intersección de la superficie con el plano  xz  es una recta pa-
ralela al eje x. 

 
 

T.P. N° 5 

01) a) 

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-
-

-
-

=

pp tt

t

t

tfD

2
sen(t)

)2(

)cos(2
1

3

)(

2

2

 ,  }2/1/{ p¹Ù-¹ÂÎ= tttW . 

b) 
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

+

-

+

-
=

222

23

222

23

)()(
),(

yx

yxx

yx

yxy
yxDf  ,  }0{2 -Â=W . 

c) 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

++
++

=
)ln(

2
0

2

012

),,( 22
22

2

22
zx

zx

z

zx

zx

x

zyxfD ,  }0/),,({ 223 ¹+ÂÎ= zxzyxW . 
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d)

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

---

---

---

=
-

-

-

)/31(33

3)/31(3

33)/31(

),,(
22355

52235

55223

rzrkr/zykr/zxk

r/zykryrkr/yxk

r/zxkr/yxkrxrk

zyxfD , }0{3 -Â=W . 

e) 
( ) ( )

( ) ( ) ( )ï
î

ï
í

ì

=

¹
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

+

-

+

-

=

0,0,si00

0,0,si
)(

22

)(),( 242

53

242

226

yx

yx
yx

yxyx

yx

yxy

yxDf   ,  }0{2 -Â=W .(*) 

f) 
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

--
=

)(2)(2

32
),(

223

xyyx

yxyx
yxfD  ,   2Â=W . 

02) Si existe, 2))1,(2,)0,0(( =-¢f . 
 

03) 
ïî

ï
í
ì

=

¹
=¢

0si0

0si/
)),(,0(

2

v

vvu
vuf   con  122 =+ vu ,  no es cont. en 0Þ no es difer. en 0 . 

 

04) a) 20),0( ÂÎ"=¢ rrf
((

.  No es diferenciable en 0 , por no ser continua en el origen. 

b) 1con)),(,0( 222 =+=¢ vuvuvuf . 

Direcciones de derivada máxima: )3/1,3/2(   y  )3/1,3/2(- . 
Direcciones de derivada nula: )1,0(,)1,0(,)0,1(,)0,1( -- . 

No es diferenciable en el origen. Si lo fuera 2)0(),0( ÂÎ"×Ñ=¢ rrfrf
(((

, como en 

este caso resulta 0)0( =Ñf  y las derivadas deberían ser nulas en toda dirección. 
 

05) La función  no es continua en )0,0( Þ  no es diferenciable en )0,0( , por lo tanto la gráfi-
ca de f  no admite plano tangente en )0,0,0( . 
 

06) Únicamente en el punto )1,0,1( , ecuación del plano: 1=z .  

07) Para el límite observe que: 22

2

22

2

22

23

yx

y

yx

x

yx

yxx
xx

+++

-
-= .  

Derivada direccional: 223 ),()),(,0( ÂÎ="-=¢ vurvuuvuf
(

. 
Por otra parte, Þ×Ñ¹¢ ),()0,0()),(),0,0(( vufvuf   f  no es diferenciable en )0,0( . 
 

08) a) 4.05.    b)  2.02. 
 

09) Aplicar  )()()()( AXAfAfXf -×Ñ+@   (aproximación mediante diferencial primero). 

10) Plano tangente: 843 =++ zyx .   Recta normal:  
î
í
ì

=-

=-
=

94

83
0

xz

xy
r . 

11) ( )4/1,0,2/1 --   y  ( )0,1,0 . 

12) ( )0,0,0   y  ( )4,4,2 . 

13) a)  )856,857(máx --=r
(

, )856,857(mín =r
(

, 

)857,856(
1nula -=r

(
, )857,856(

2nula -=r
(

. 

b) )0,0,1(máx=r
(

, )0,0,1(mín -=r
(

, 1/),(),,0( 222
nula =+ÂÎ"= vuvuvur
(

. 

                                                      
(*) Acercándose por rectas es sencillo probar que yf ¢   no es continua en el origen. 
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14) 2/3115+ . 
 

15) ÂÎba,   tal que  4/)2( -= ba   y  3/2¹b . 
 

16) )14/3,14/1,14/2(=máxr
(

. 

17) a) 2))9,5(,( =¢ Af  ,  b) 52),( máx =¢ rAf
(

 ,  c) ( ) 08.3)02.0,01.0( @-+Af . 
 

18) 02.1)01.0,98.0( @f . 
 

19) 5510 +-= yxz  ,   25.5)97.1,01.1( @f . 
20) Sí. Dado que la superficie admite plano tangente, f  es diferenciable en )2,1( ; entonces se 

puede usar el gradiente para calcular la derivada direccional. Resulta: 

8/25)),2,1(( -=¢ rf
(

. 
 

21) a) 0.88 ±  0.04 Wk .     
       b) 39.2 ±  1.6 cm3.       

c) para  yxz =    y   yxz =   :  
yx

relrelzrel eee += . 

    para 32yxz =  : 
yxz

relrelrel 32 eee += .  

d) 19.5 ±  0.975 kW . Es decir, 19.5 Wk  al 5%. 
 

Cuestionario, ítem e):  
Verifique que la f  propuesta cumple con la definición de diferenciabilidad en (0,0).  
Por otra parte, 

ï
î

ï
í

ì

=

¹

+

+

=¢

)0,0(),(si0

),0(),(si
3

4
),( 223/2

22

yx

yyx

yxx

yx

yxfx  

Con lo cual xf ¢  no es continua en (0,0), esto 

puede demostrarse analizando límites por cur-

vas. Por ejemplo, acercándose por 2yx = : 

¥=¢
®

),( 2

0
yyflím x

y
. 

También puede analizarse por  2/3yx = con 0³y  resulta 3/1),( 2/3

0
=¢

+®
yyflím x

y
. 

 

 
T.P. N° 6 

01) a) Ambas quedan definidas con dominio 2Â .  

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-

-
=

13

11
)1,1()( gfD o  ;  ÷÷

ø

ö
çç
è

æ

-
=

20

22
)1,1()( fgD o . 

b) Dominio de }2/{ £ÂÎ= uugf o ; dominio de }0/),({ 2 ³ÂÎ= yyxfg o . 

)5.0()1()( =gfD o ;  ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

--
=

2/11

2/11
)1,1()( fgD o . 

c) Ninguna queda definida; tampoco sus matrices jacobianas. 

d) Dominio de }1/),,({ 3 £ÂÎ= uwvugf o ; 

    dominio de }1/),({ 22 £ÂÎ= yxyxfg o  

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-

-

--

=

011

112/3

212

)1,1(0,)( gfD o  ;   ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
=

01

12
)1(0,)( fgD o . 
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02) Por ejemplo, gfh o=  si  

)ln(),(/: 2 vuvufDf f =Â®ÂÌ  con }0/),({ 2 >ÂÎ= vvuD f    y 

       )1,(),(/: 22 yxxyxgDg g -=Â®ÂÌ  con  }1/),({ 2 <ÂÎ= yxyxDg  . 

03) a) uvvuvuf --= 22),(  ,  ( ) )12,(, 2 -+-= yxxyxyxg . 

b) 3- .     c) 
î
í
ì

=+

=+

9215

3

zx

yx
.     d) No. 

 

04) 1)1,0( -=¢xf . 
 

05) )2,0()0,0( -=Ñh . No se puede pues Þ-¢$/ )1,1(uf  f  no es diferenciable en )1,1( - .(*) 

06)  0. 
 

07) Se verifica. 

08) 5/2=a   o bien  5/2-=a . 

09) a) }2/5/}0{),{( 222 xyxyx =+-ÂÎ . Es decir: puntos de la circunferencia con centro 
en )0,4/5(  y radio 4/5 , salvo el origen de coordenadas. 

b) )5/4,5/3(máx -=r
(

.      c) 50/23 .      d) 22

2

1)(t)sen(3
))(sen31()cos(6

+

- tt
.      e) 1.4 %. 

 

10) )1()1(1),(
2
1 -+-+@ yxyxf . 

11) a) )3/1,3/1()2,1( --=-Ñf .   

b) Plano tangente: 23 =++ zyx . Recta normal:  ÂÎ++-+= ttttX ,)31,2,1( . 

c) Para 3/p : 6/)31()),2,1(( 1 +-=-¢ rf
(

. Para 3/p- : 6/)31()),2,1(( 2 +-=-¢ rf
(

. 

12) ( )1,2/1,2/1 --    y   ( )1,2/1,2/1 - . 

13) 7266- . 

14) 22
0000 /2),),(( yxryxf +=¢

(
. 

15) Se cumple, demostración a realizar por el alumno. 

16)  No. 

17)  )51,52(
1nula =r

(
 , )51,52(

2nula --=r
(

. 

18) 01864 =+++ zyx . 
19) Satisface, demostración a realizar por el alumno. 
20) Se verifica, justificación a realizar por el alumno. 

21) 2/5),)1,1(( máx =¢ rh
(

 . 

22) 4175.52)01.2,98.2( @h . 

23) Se verifica pues 02/5)2( <-=¢h . 

24) )1/(2)( -= xxg . 

25) Cuuf +=)(  con C  constante arbitraria. 
 

                                                      
(*) Observe que en este caso h  resulta infinitamente diferenciable en IR 2, aún con  f  no diferenciable. 
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T.P. N° 7 

01) a) 322 )2()2(6)2()1()1()2(114),( -+-+----+-+= yyyxxyyxp . 
b) 4)2,1( =f . Se puede calcular evaluando el polinomio dato en (1,2). 

02) Se verifica. 

03) a)  )3()2()2()3(2)2(4),( 4
1

64
3

4
7 2 --+-+---+-@ yxxyxyxf . 

  b) 22 )2()2()1(3)1()2()1(),( 2
1

2
5 ----+---+-@ yyxxyxyxf . 

       c) ( )

.2
)2(

2
)1(3

4
)2()1(

28
)2(

8
)1(

2
)2(

2
)1( 222

,,

zyzx

yxzyxyx
zyxf

--

------

-+

+-+++-@
 

d) zxyxzyzxzyxf --+-+-@ 22
2
1

2
11),,( . 

 

04)  a) 0.96 .     b) 4.0025 .     c) 2.97 .  

05) o)( yx
eKxg =  con K constante arbitraria. 

06)  a) 2)0,0( =f  mínimo local. 
 b) 0)0,0( =f  no es extremo local. 
 c) 0)0,0( =f  no es extremo local. 

Sugerencia para “b)” y “c)”:   

Dibuje el conjunto de nivel )0,0(f , la región >S donde )0,0(),( fyxf >  y la  región <S  don-
de  )0,0(),( fyxf <  ;  luego observe qué valores adopta   f   alrededor de (0,0).  

07) Note que 0),( =- aaf  y 0),( ³yxf  en todo punto, en especial en un entorno de ),( aa- . 

08) a) ( )0,0f  mínimo relativo.                      
      b) No produce extremos. 

c) ),( aaf  mínimo absoluto (en sentido amplio) para todo ÂÎa .        
d) No produce extremos. 

      e)  f  produce mínimo absoluto en sentido amplio 10)2()4(/),( 22 =-+-" yxyx . 
     f  produce máximo local y absoluto en sentido estricto en el punto (4,2). 

 f) No produce extremos. 
 

09) 2/1)0,1( =f  máximo absoluto, 0)0,0( =f  mínimo absoluto. 

10) Los puntos ),0( y  con ÂÎy , es decir, los puntos del eje y. 

11)  Máxima en )3,1(y)3,1( - ; mínima en )3/52,3/4(-  y )3/52,3/4( -- . 

12) 4)1,1( =f  es máximo local. 

13) Observe que la suma de números positivos siempre resulta mayor que el mayor de ellos. 
14) Aplique derivada de función definida implícitamente y derivada de la composición de fun-

ciones. Por ejemplo, para obtener la expresión de ),( oo yxfxy¢¢  tenga en cuenta que: 

),(con
),,(
),,(

),( yxfz
zyxzF

zyxxF
yxfx =

¢

¢
-=¢ . 

15) 22
1 436),( yxyx --=j , )0,0(1j máximo; 22

2 436),( yxyx ---=j , )0,0(2j mínimo. 

16) 
9

41
),(

22

1
yx

yx
--

=j , )0,0(1j  máximo; 
9

41
),(

22

2
yx

yx
--

-=j , )0,0(2j  mínimo. 
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17)  a) ( ) 321,1 -=--f es máximo local, 32)1,1( =f  es mínimo local. 
       b)  27/5)3/1,3/1( -=--f  no es extremo local,  1)1,1( =f  es máximo local. 
       c)  f  produce mínimo relativo en sentido amplio en todo punto de la recta 234 =- yx . 
       d) No produce extremos.        
       e) 64/1)/41,8/3,8/1( -=-f  es mínimo relativo. 
       f) 112)4,16,8( =---f  es máximo relativo; 13)1,4,2( -=f  es mínimo relativo. 

 

18) El más cercano: (1,5). El más alejado: )1,1( - . 
 

19) a) diámetro = altura = )3/(2 pA ;  b) diámetro = altura = (4 V / p )1/3 . 
 

20) Los puntos a unir son el )4/1,1( de la recta con el )4/1,2/1( -  de la parábola, la distancia 

entre ambos (longitud del camino a construir) es de 2/1 . 
 
 
T.P. N° 8 

01) Por ejemplo: 

a) ]2,1[),( 2 -ÎÙ= tttX ;  ]3,0[))2(,2( 2 ÎÙ--= uuuX . 

            long. =  @+ ))/44argsenh()2argsenh(+174+52(  6.12573. 

b) ]2,0[))sen(21,)cos(22( pÎÙ++= tttX ; 

    ]2,0[))cos(21,sen(u)22( pÎÙ++= uuX . 
            long. = p4 . 

c)  ]2,0[)sen(,)cos(( pÎÙ= ttbtaX ;  ]2,0[)sen(u))cos(,sen(u)( pÎÙ= uaubaX . 

             long. =  dttbtaò +
p2

0
2222 )(cos)(sen . 

d) ]1,0[)12,3,2( ÎÙ--+= ttttX ;  ]1,0[)21,2,3( ÎÙ-+-= uuuuX .   

     long. =  6 . 

e) ]2,0[)2,,( 2 ÎÙ-= ttttX ;  ]2,0[),)2(,2( 2 ÎÙ--= uuuuX . 

            long. =  @+ 2)/22argsenh(23 5.12401. 

f) ]2,0[)2,)sen(2,)cos(2( pÎÙ= tttX ;  ]2,0[)2,)cos(2,sen(u)2( pÎÙ= uuX .   
    long. =  p4 . 

g) ]2,1[)3,3,9( ÎÙ+-= vvvvX ;  ]2,1[)6,,)3(9( ÎÙ--= ttttX .    

    long. =  83  . 

02) 2/4 p+ . 

03) 59 . 

04) k ( 6223 - );  k constante de proporcionalidad. 

05) G =  (8/9 , 16/9 , 4/3). 
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06) Sugerencia: recuerde que 2|||| hhh =×  y derive ambos miembros en las condiciones del 
enunciado. 

07) a)  ]53,5[,sen2,cos2
5

)5(2
52

5
52

5
pp

ppp
-ÎÙ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷
ø

ö
ç
è

æ
÷
ø

ö
ç
è

æ
=

+++
sX

sss
. 

       b)  curv. flexión =  0, plano osc. y curv. torsión: no quedan definidos. 
       d)  cf  =  1/R  con  R  radio de la circunferencia. 
       e)  (–278/5 , –144/5 , 293/12).  

08) En IR 2: observe que si  
43421

)(

))(),((

tg

tytxX = , entonces ),( dydxsd = . 

11) 3/4- . 
12) 16/21. 

13) 122/3; Pto.inic. =  (0,1,2), Pto.final =  (2,9,6); no ( fD no es simétrica ). 

14) Cuando admite función potencial, se indica la familia de funciones a la cual pertenece: 

a) Cyxyxyx +-++ 2 .                      c) Czxsenzy ++ )( . 

b) No admite función potencial.         d) Czyzxyxx +++++ 22 . 

16) Se demuestra. Se verifica. El campo no admite función potencial en su dominio. 

17) Se cumple, la expresión de la función potencial es  232 ++- xxyx . 

18) 2)( 2 += xxg . 

19) 27. 
20) Demuestre que la circulación en camino cerrado no es nula.  
21) 3== ba .  
 
 
T.P. N° 9 

01) a) 125/24.   b) 
23

1 p
+ .   c) 8/3.   d) 0.5.   e) 20 arcsen( 51 ) @  9.27295. 

f) @+ 3/433 p 9.38494 . 
 

02) a) 2.      b) 0.      c) 2.      d) 1.      e) 9.5.      f) 1– ln(2). 

03) Llamando r al radio y k a la constante de proporcionalidad: masa
3

4 3rk
= ;  G =  (0,0).  

05) a)
3
1

.      b) 
2

1-e
.      c) 

6

125
. 

06) a) 2.       b) bap3 .      c) 1638.4.      d) 6.      e) 2/3p . 

07) a)  p22 .      b) @- 8)1(2 4ep  29.7663 . 

08) a) p . 
09) 4 .  

10) a) 4/3p , planteo en cartesianas: ò ò
-

+
2

0

2

0
22

2

)(
xx

dyyxdx . 

b) 4, planteo en cartesianas: ò ò-
3

0

3

3/

x

x
dydxx . 
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11) p
15
32 , planteo en cartesianas: ò ò ò

- --
+

2

0

4

0

4

0

2 22
22x yx

dzyxdydx . 

12) a) 
5

68
.     b) 9.     c) )43(

9

16 3 -pa .     d) )12(
3
4 3 -ap .     e) 

10
3

.    

f) p36 .     g) 
12

7
2

3

2
- .     h) 256p . 

13) G =  (38/25 , 52/25 , 6/5) .  

14) k 8192/15 . 

15) 2
3

])([tg
3

w
p h

. 

16) 0 . 

17) a) p
15
128

k .      b) 8/2pk .      c)  k72 . 

18) 3/64p  . 
 
 
T.P. N° 10 

01) a)   param.: 2),(),,( 2 ÂÎÙ= vuvuuX ,  cart.: 2xy = . 

b) param.: 2),(),,( 2 ÂÎÙ++= vuvvuvuX ,  cart.:  2)( zxzy -=- . 

c) param.: ),)sen(2,)cos(2( vuuX =  con ]2,0[ pÎu , ÂÎv ; cart.: 422 =+ yx . 

d) param.: 2),(),2,2( 2 ÂÎÙ++= vuuvuvuX ,  cart.: zxy 9)2( 2 =- . 
 

02) a)   param.: 2),()1,,( 2 ÂÎÙ-= vuvvuvuX ,  cart.: )1(2 zyx -= . 

b) param.: 2),()0,,( ÂÎÙ= vuvuX ,  cart.: 0=z . 

c) param.: )22,)sen(2,)cos(2( vuvuvX -=  con ]2,0[ pÎu , ÂÎv ; 

      cart.: 222 )2( -=+ zyx . 

d) param.: 2),(),2,( ÂÎÙ= wvwvvX ,  cart.: xy 2= . 
 

03) a)   ))cos(2,)sen()sen(2,)cos()sen(2( qjqjq=X  con  ]2,0[,],0[ pjpq ÎÎ . 

b) ),)sen(,)cos(2( vuuX =  con  ÂÎÎ vu ,]2,0[ p . 

c) ))cos(2,)sen()sen(3,)cos()sen(6( qjqjq=X  con  ]2,0[,],0[ pjpq ÎÎ . 

d) 2),(),,( 22 ÂÎÙ+= vuvuvuX . 

05) a) 57/8.  b) 348p .  c) 8.  d) 24 Rp .  e) 4.  f) )23( +p .  g) 326 - .  h) 69p . 

06) )517(
12

2/32/3 -
pk

. 

07) Observe que este caso nF
(

×  resulta constante. 

08) Observe que siendo S plana n
(

 es constante. 
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10) a) 3/224p . 
       b) p32 . 

       c) 
15

5618
 con n

(
 orientado desde  S  hacia el plano xz. 

       d) 
3

136
 con  0)1,0,0(/ >×nn

((
. 

e) p-46 . 

11) 16/3 con n
(

 orientado desde  S  hacia el plano x,z. 

12) 64 con 0)0,0,1(/ >×nn
((

. 

14) 24. 

15) 8/3, superficie orientada hacia +z . 

16) 2/p , S  orientado hacia +z . 
 

17) p12 . 

 
 

T.P. N° 11 

01) Por ejemplo: Área(D) ò +=
D

dyx
¶

;  también,  Área(D) ò +-=
D

dxy
¶

. 

a) pba .    b) 3p .    c) p . 

02) 1/30. 
03) 2/p . 
04) 20- . 
05) 81/5. 
06) a) 3.    b) 0 . 
07) 24. 
08) p33- . 

09) 138384 -p . 

10) Se puede demostrar aplicando el teorema de Green, considerando las hipótesis adecuadas 
para la curva. 

11) 9/20)1,3/1( =--f  es máximo local,  9/16)1,3/1( =-f  es mínimo local. 

12) p4- . 

13) Sugerencia: considere otra curva C1 según se indica en el 
dibujo y aplique Green en la región D entre ambas cur-
vas. De esta manera podrá demostrar que  

òò ++ ×=×
1CC

sdfsdf ; es decir, 

el resultado de la circulación rodeando A  no depende de  

 

la curva. Así, si el cálculo con una C cualquiera resulta 0 , todas las circulaciones en ca-
mino cerrado serán nulas, entonces f  es campo de gradientes. Si C no rodea al punto 

y A CÏ , aplicando Green puede demostrar que la circulación es nula.(*) 

                                                      
(*)  Cuando C rodea al punto no se puede aplicar Green pues f Ï C1  en A . 

 C1 
 C

 

  x 

  y 

A·  
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14) No admite función potencial.  

Sugerencia: calcule ò + ×
C

sdf  por ejemplo con C : 14 22 =+ yx  . 
 

15) Tenga en cuenta las hipótesis del teorema, en especial respecto de la superficie. 
16) Sugerencia: analice la matriz jacobiana y circule a lo largo de una circunferencia con cen-

tro en 0  y radio cualquiera. rqkyxU /),( =   con  22 yxr += . 

17) rqkzyxU /),,( =   con  222 zyxr ++= . 

18) a) No.    b) No.    c) No.    d) Si. 
19) Demostraciones a cargo del lector, aplicando definiciones y teoremas. 
 

20) 21, circulando en el sentido (6,0,0) ® (0,3,0) ® (0,0,2) ® (6,0,0). 
 

21) p4 , circulando en el sentido (2,2,0) ® (2,0,2) ® (2,–2,0) ® (2,0,–2) ® (2,2,0). 
22) 3/166 -p . 
23) 18. 

24) 24, n
(

saliente del cuerpo, 1Cg Î . 
25) p4 , considerando versor normal a  S  tal que 0)0,1,0( >×n

(
. 

26) 0 . 
27) 12/25p , con 0)1,0,0(/ >×nn

((
. 

28) Sugerencia: cuando S no encierra a A  aplicando el teorema el flujo resulta nulo; si S en-
cierra al punto A  use una superficie auxiliar entre S  y el origen y aplique el teorema al 
cuerpo H que tiene como frontera los puntos de ambas superficies. 

 

29) qkp4 , el resultado no cambia para toda superficie suave a trozos que rodee al origen.(#) 
30) Sugerencia: aplique el teorema de la divergencia. 
 

31) Sugerencia: aplique el teorema de la divergencia y recuerde que si el integrando es mayor 
o igual a cero el resultado de la integral también lo es. 

 

32) p12 , con 0)1,0,0(/ >×nn
((

. 
33) 0 . 

34) )52,)/25(,)/25((),,( 22 zzyxyxyxyxzzyxf ---+= . 
35) 5/324p . 
36) 3,1 -== ba ; es un mínimo local. 
 
 
T.P. N° 12 

01) a) 0||ln =+- xyxy .  b) xCxy += 22 .  c) ||ln1)/tg( xxy += .  d) 0||ln =++ xyCyy . 

02)  yKyx =+ 22 . 

03) Cyxyxxy =+++- 62222   con  03 ¹++ yx . 

04) a) Cyyx =+ )sen(2 .     b) 0122 22 =+-+ yxyx .     c) Cyyxyx =+- 232 23 . 

d) 
Cx

x
y

+
= .     e) 

x
x

2y
C||ln += .     f) Cxyy =+ )sen(54 . 

05) ( ) xexCy /1)ln( -+= . 
                                                      
(#)  Se supone 0  interior a un cuerpo H, la superficie es la frontera de H, 

(
n saliente de H. 
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06) a)    )3sen()3cos( 44
xeBxeAy

xx --
+= . 

       b)   12
3

2
21 2--++= xxx exCeCeCy . 

       c)    
2

3

2

2
2

21 ++--+= xexe
x

eCeCy xxxx .  

       d)    |))cos(ln(| )cos()sen()cos()sen( 21 xxxxxCxCy +++= . 

e) )|ln(|21 xexexCeCy xxx ++= . 

f) )cos()(sen21 xxCeCy x --+= - . 

07) C C e x xx
1 2

2 2+ + -- . 

08) a) 32222 22 --++= - xxeey xx .             b) xxx eeey 32

4

1

3

2

12

1
++= -  

       c) ( ) )2cos(
10

3
)2sen(

10

1
)sen(11)cos(3

10
xxxx

e
y

x

-++=
-

 

       d) 
62

1
32 xx

exy x +++-= .                         e) xx eexy 3221 +--= - . 

09) 22)(sen)cos( 21 xxCxCy ++= . 
 

10)  a1)  
 

En metros: 

]))2/5(arctg5(sen295[

])5(sen2)5cos(55[)(

2
100

1

22
100

1

+-=

=--=

-

--

te

tetetx

t

tt

 

¾¾¾ ®¾
¥®t

tx )(  0.05 m = 50 mm, oscilación amortiguada.  

        a2) En metros: 

)5()( 3
4
293/29

4
9

100
1 tt eetx -- --=  

¾¾¾ ®¾
¥®t

tx )(  0.05 m = 50 mm, sin oscilaciones. 

 
         b) =¢][x m/s ,  =¢¢ ][x m/s2 ,  =][M kg ,  =][k N/m , =][d N s / m. 
 

11)   
 

En volts: 

]))2/5(arctg5(sen295[

])5(sen2)5cos(55[)(

2
100

1

22
100

1

+-=

=--=

-

--

te

tetetv

t

tt

 

¾¾ ®¾
¥®t

tv )( 0.05 V = 50 mV, con oscilación amortiguada.  

12) 0 6< <k . 

13) Respuestas en forma cartesiana, con líneas orientadas según f  en cada punto: 

a) Kyxyx =+- 2)2()( .              c)  2xKy = . 

b) Kxy =- 22 .                            d) Kxyk =- 22 . 
Comentario: Observe que para 1=k  las respuestas “b” y “d” coinciden pero los campos 

son distintos; es decir, la forma cartesiana de las líneas de campo no permite 
deducir de qué campo vectorial son las líneas que se están describiendo. 
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e) Excluido el origen, familia de semirectas que parten (si 0>qk ) del origen o llegan (si 
0<qk ) al origen en el plano xy. 

f) Ídem “e” en el espacio xyz. 
g) Conviene el planteo paramétrico (ver a continuación). 

h) 
32

Bz
y

Ax -
==

-
;  todas las rectas de 3Â dirigidas y orientadas por (2,1,3). 

Planteo paramétrico, imponiendo )())(( tgtgf ¢=  sólo se obtienen respuestas relativa-
mente sencillas para: 

a) ÂÎÙ+=
-

-
-

teCeCeCeCX
tttt ),2( 2

21
2

21 . 

b) ÂÎÙ+=
-

-
-

teCeCeCeCX
tttt ),( 2121 . 

c) ),( 2
2/

1
tt eCeCX =  con  ÂÎt . 

g) 

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

-++-=

+---=

++=

--

--

--

)(sen)3()cos()3(

)(sen)3()cos()3(

)(sen)cos(

2
32/

322
1

2
32/

322
1

1

2
32/

322
1

2
32/

322
1

1

2
32/

32
32/

21

teCCteCCeCz

teCCteCCeCy

teCteCeCx

ttt

ttt

ttt

  con ÂÎt . 

h) )3,,2( 321 tCtCtCX +++=  con ÂÎt . 

Los otros casos son muy complicados; por ejemplo, para el campo electrostático plano 
sería: 

e) 
î
í
ì

<<

>>

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

++

=
0si0

0si0
con

)3(
,

)3( 3/1
22

3/1
3/1

22

3/1

qkt

qkt
t

BA

qkB
t

BA

qkA
X   (*) 

Una parametrización simple para 0>qk  es 0con

)(

),( 21 >= u

ug

uCuCX
48476

; pero esta for-
ma no cumple con la ecuación (1). 
Es decir, la representación geométrica de las líneas sigue siendo la misma (semirrectas 
orientadas alejándose del origen) pero se perdió la relación con E ; a esta última  tam-
bién se podría llegar desde ),(),( yxyxf =  que claramente no es el campo E original. 

 
Para trabajar en base a trayectorias ortogonales, sería por ejemplo el ítem 13d con 1=k ; 
en este caso, suponiendo que ooo ),( ff =yx  es el valor del potencial que físicamente con-

viene imponer en el punto (xo,yo), resultan: 

Familia de líneas equipotenciales:  Cyxyx =+- o
2
o

2
o2

122
2
1 f . 

Familia de líneas de campo: Kxy =- 22 , orientadas según f en cada punto. 
 

 

                                                      
(*) Son semirrectas orientadas (sentido de arcos crecientes) que “salen” del origen en el caso de k q > 0  , y llegan 

cuando  k q < 0 ; la forma especial del resultado surge de la imposición f g t g t( ( )) ( )= ¢ . 

La respuesta contempla las líneas del campo generado por una carga eléctrica puntual ubicada en 0 , en ambos 
casos: carga q positiva o negativa. Siendo k una constante del tipo 1 4/ ( )p e , donde e > 0  (permitividad) es 

una constante que depende del medio (caso de dieléctrico lineal). 
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14) Recuerde que, bajo ciertas hipótesis, fD=f  es ortogonal en cada punto al conjunto de 
nivel de f  que pasa por ese punto. 
 

15) a) 
ï
î

ï
í

ì

+++-=

-----=

-

-

)sen(
17
4

)cos(
17
1

85
114

5
2

2
1

)sen(
17
3

)cos(
17
5

170
171

5
1

4

4

tteey

tteex

tt

tt

  . 

b) ),0,(),,( 2
2
1 tgtvtvzyx zx -=  .     

c) 
ïî

ï
í
ì

++=

+=
--

--

)cos(3 2
3

1

2
3

1

teCeCy

eCeCx
tt

tt

  . 

d) 

ï
ï
î

ïï
í

ì

-+-=

++-=

+=

--

--

-

ttt

ttt

tt

eCeCeCz

eCeCeCy

eCeCx

3
3

2
2

1

3
3

2
2

1

3
2

2
1 )3/2(

.   

e) 

ï
ï
î

ïï
í

ì

-=

=

-=

-

-

-

3

23

3

2

1

t

t

t

ey

ey

ey

.    

f) 
ïî

ï
í
ì

++=

+++=

12 2

232

tey

tteex
t

tt

.  

 
 




