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Guia de Trabajos Practicos

Esta guia pretende ayudar al alumno a incorporar las herramientas matematicas co-
rrespondientes a la asignatura, que son imprescindibles para el estudio de una carrera de inge-
nieria. Para ello no alcanza con la simple repeticion de procedimientos de célculo, por lo tan-
to, en cada practica se proponen ejercicios especificos, ejercicios integradores y cuestionarios
que permitiran que el estudiante analice y asocie temas.

Con la primera practica, ecuaciones diferenciales—1° parte, se realiza una introduc-
cion a las ecuaciones ordinarias de 1° orden (variables separables, lineales y reducibles a 1°
orden), de manera de disponerlas para resolver situaciones que se van planteando en otras
partes de la guia. En el TP-12 se completa el estudio del tema incorporando otros tipos de
ecuaciones diferenciales.

La necesidad de familiarizarse con la aplicaciéon de métodos computacionales nos im-
pulso a elegir uno de los utilitarios disponibles y hacer algunas menciones referidas a la forma
de utilizarlo. Hemos optado por el Mathematica”, que permite trabajar en forma simbélica y
también numérica, disponiendo de funciones para generar distintos tipos de graficos en dos y
tres dimensiones, resolver sistemas de ecuaciones algebraicas y diferenciales, y varios paque-
tes especiales para aplicar en estadistica, fisica, analisis frecuencial, etc.
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Nomenclatura Basica

RoNR
Y74
N

Rl’l

XY
XAY
Xl
EA,r)
E(4)
fec?(s)

(-
oD

of _ .
a:fx

Conjunto de los nimeros reales.

Conjunto de los nimeros enteros.

Conjunto de los niimeros naturales (N = ZZ").
Espacio euclideo real n—dimensional (# € IN).

7 . . = ’ .
Los puntos de IR" pueden indicarse con X o X, la linea sobre la letra in-
dica n>1; también pueden usarse letras minusculas segun convenga.

Producto interior (o escalar) entre elementos de IR".

Producto vectorial (s6lo para vectores de R?).
Norma o longitud de X eR”, | X| = JX-X .

Esfera o bola abierta con centro en 4 y radio » > 0.

Entorno del punto 4 (conjunto que incluye alguna E(A4 , r) ).

Indica que f tiene derivadas continuas hasta el orden p en todo punto de
S, entendiéndose derivadas parciales para funciones de varias variables.

Simbolo de “igual por definicion”; por ejemplo: si 7 =0, n=n/|7| .
Simbolo de inclusidn en sentido amplio, A=B = Ac B.

Frontera del conjunto D.

Derivada parcial de f respecto de la variable x .

Otra nomenclatura especifica se indica en el comienzo de algunas practicas.

Bibliografia

— Calculus vol. 2 - T. M. Apostol - Ed. Reverté.

— Calculo vectorial - C.P. Ruiz - Ed. Prentice-Hall Hispanoamericana.

— Calculo vectorial - J E. Marsden, A.J. Tromba - Ed. Addison-Wesley Longman.

II
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1. Ecuaciones diferenciales — 1° parte

Nomenclatura y consideraciones bésicas:

e S.G. simboliza solucion general, S.P. solucion particular, S.S. solucion singular.

e Las soluciones de una ecuacién diferencial ordinaria de orden n son relaciones entre las
variables que satisfacen a la ecuacion diferencial; en especial, la S.G. debe contener n
constantes arbitrarias esenciales.

01) Determine el orden y, si existe, el grado de las siguientes ecuaciones diferenciales ordina-
rias. Reconozca aquellas que son del tipo lineal.

a) (02 -y"=y=0")7 O M+ 357y =0 ) Sxdy—ydi=0
02) Verifique que:
a) y=e “+x—1 esunasoluciéonde y'+y = x que cumple con y(O):O.

b) y=02 —]n(x))\/; satisface la ecuacion diferencial 4x“y"+y=0 Vx/x >0 y tiene re-
cta tangente de ecuacion y =2 en el punto (1,2).

c) y2 =Cix+Cy es S.G. de yy’2 +y“y"=0. Halle la S.P. que en (1,y,) tiene recta
tangente de ecuacion y =2x—1.

d) y=x esuna solucion de yy’2 + yzy” =X.

e) y= Cx+C?es S.G, y= —x?/4 es S.S. de y =xy + (¥)% Halle las soluciones que
pasan por (2,—1).

f) x? +4y2 =C es S.G.de 4y)’ =—x.Hallela S.P. que pasa por (-2,1).

03) Halle la ecuacién diferencial correspondiente a las siguientes familias de curvas:
a) y2:4ax c) y =sen(ax+b) e) y:C1x+C2x_1+C3

2

b) x’+y>=r d y=ae'+bxe* f) y=ba"

04) Halle la ecuacién diferencial de la familia de ...
a) ... rectas que pasan por (1,-1).
b) ... hipérbolas con focos en el eje x, centro en el origen y semiejes a variabley b =1.
¢) ... circunferencias que pasan por el origen y tienen su centro en el eje x .

05) Dadas las funciones f,g derivables, se sabe que en general (f g) # f'g'. Parael caso
3
en que f(x)=¢e" *2X halle las funciones g para las que se cumple que (fg)' = f'g’.

06) Compruebe que todas las curvas de la familia y =1/(C —x) con C R, x# C son solu-

ciones de la ecuacion diferencial y' = y2 . ( Existe otra solucion?, dibujelas y concluya.

07) Halle, segtn corresponda, la S.G. o la S.P. de las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) V' =(2+1)/(2-y) con yp(-3)=4 d) x’dy=(x*+Ddx/(3y*+1) con y(1)=2

dy 2 , X
b) x——-y=2x e) V=
) oy y =9
c) ¥y =2x.y-1 ) Yy =xy+x—2y-2con y(0)=2

con y(4)=2
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08) Halle la familia de curvas tales que en cada punto (x,y) tienen pendiente x/y.

09) Sea 3 la familia de curvas tales que en cada punto tienen pendiente igual al producto de
las coordenadas del punto, halle la curva de 3 que pasa por (0,—2).
10) Halle la familia de curvas tales que su recta tangente en cada punto ...
a) ... pasa por (0,0)
b) ... es horizontal.
¢) ... tiene ordenada al origen igual a la suma de las coordenadas del punto.
d) ... tiene abscisa al origen igual al triple de la abscisa del punto.
e) ... es normal a la recta que pasa por dicho punto y el origen de coordenadas.

11) Sea 3 la familia de curvas tales que su recta normal en cada punto es tangente a la parabola de

ecuacion y =k X2 que pasa por dicho punto. Halle la curva C € 3 que pasa por (0,1).

12) Halle las curvas que en cada punto tienen recta normal con ordenada al origen igual a 5.

13) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de 1° orden.
a) x)y—y—x>=0 ©) (x*+4)y —3xy=x, halle la S.P. tal que »(0)=1
d
b) V' +y cos(x) = sen(x)cos(x) d) d_y 2= sen(3x)
k X
14) La ecuacion diferencial y'+2xy = 6x puede resolverse como lineal de 1° orden o bien

como de variables separables, verifique que por ambos métodos de resolucion se obtiene
la misma solucidén general (o formas equivalentes).

15) Halle la curva integral de )"+ y/(x +1) = sen(x) que pasa por el punto (z/2,1).
16) Resuelva el problema de valor inicial y'+ y = 2sen(x) tal que y(0)=1.

17) Determine la posicion x en funcion del tiempo ¢ de un punto que se desplaza sobre una
recta si ...

a) ...suvelocidad v =x'es constante (movimiento rectilineo uniforme), siendo x(0) = x,, .

b) ... suaceleracion a =V =x" es constante (movimiento rectilineo uniformemente ace-
lerado), siendo x(0)=x, y x'(0)=v,.

18) Sea un cuerpo cuya temperatura 7' es mayor que la temperatura 74 del ambiente que lo
rodea, si 7, se mantiene constante la temperatura del cuerpo disminuye con una veloci-
dad (dT'/dt) que es proporcional a la diferencia 7'—7. Es decir, dT'/dt =—k(T -1 )
donde k es una constante positiva y ¢ es el tiempo.”

Suponga que en el instante inicial 7 =0 la temperatura del cuerpoes 7, > 74, ...

a) ... halle la expresion de la temperatura del cuerpo para ¢ > 0.

b) ... demuestre que a medida que transcurre el tiempo (¢ — o) la temperatura del cuer-
po tiende a la del ambiente.

¢) ... calcule el valor de k£ sabiendo que en 30 minutos y con una temperatura ambiente
de 0 °C la temperatura del cuerpo disminuy¢ a la mitad de su valor inicial.

® Ley de enfriamiento de Newton.
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19) Verifique que las siguientes familias de curvas son ortogonales.

o JPa’=a p J¥ ¥ +In(eos2xy) =Gy
y=Cyx* 2= y?+In(sen(2 xy)) = C,

20) Halle la familia de curvas ortogonal a la dada.
a) y=2x+C c) y(Cx+1)=x e) y=Csen(2x)
b) y=Ce" d) y=ln(x+C) O (x+y)> =kx>, k>0

2

21) Determine a de manera que las familias y3 =4x y x°+ ay2 = B? sean ortogonales.

22) Sea la familia de curvas de ecuacion y=Cx+C, calcule la longitud de la curva de la
familia ortogonal que pasa por (1,2).

23) Dada x)”—2)'=0 halle la S.P./ y(1) = y'(1) = 3 aplicando la transformacién w=y"."

24) Halle1a S.G. de y"—-2)'=x.

25) Halle1la S.G.de y™”" — y” = 0.

26) Si y,, es S.P. que pasa por (2,3) de xzy” —2y = f(x), verifique que y=xy, es S.P.de
la ecuacion diferencial xy"” —2)" = f(x) que pasa por (2,y,). Halle yy.

27) Sea y= f(x) laS.P.de x(x+)')=y que pasa por (a,0) con a>0, demuestre que f
produce un maximo absoluto en el intervalo [0,a]; ¢ cudl es el valor de dicho maximo?.

28) Dada la ecuacion diferencial (x2 -Dy'+xy(1-y)=0, ...
a) ... halle su solucion general.
b) ... verifique que existe s6lo una solucion que pasa por el punto (3,2).

¢) ... verifique que por los puntos (—1,1) y (1,1) pasan infinitas soluciones.

29) Se sabe que y = x> —x es una solucion de la ecuacion diferencial V+p(x)y= 2x? ,
halle la solucion de dicha ecuaciéon que verifica y(1) =4.

30) Optativo: Halle las soluciones de x2( y’)2 — y2 =0 que pasan por (1,1).

31) Optativo: Halle la solucidn general que se indica en el item “02) ¢)”.

@ Transformacion de reduccion de orden, util cuando en la ecuacién diferencial no figura la y.
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2. Nociones de Topologia — Funciones

\/x(x+2)4
0l)Sea f :DcR->R/f(x)=—

donde D es el dominio natural de f .

En el siguiente grafico se indican los puntos B,P,P €D y P,,P, ¢ D . Para cada uno de

esos puntos indique si es punto interior, exterior o frontera de D ; también indique si es
punto aislado de D y si es punto de acumulacion de D .

—
Y

[\} -ﬂw~U
4

Nota: Observeque D ={xeR/x=-2 v 0<x<1 v x>1}.

02) Sea S ={(x,y) eR?/0<x? er2 <4 v (x—2)2 +(y—2)2 =0} el conjunto que se re-
presenta sombreado en la figura de la derecha. Observe que el punto (0,0) ¢ S, mientras
que 4 =(2,2) esun punto aislado de S'.

a) Halle la frontera (0S) de S. Y I ______ 4
b) Halle el conjunto S de puntos interiores de S . /,/" e“\\\ T
c¢) Halle el conjunto S’ de los puntos de acumulacién / Y
de S, denominado conjunto derivado de S . — - ;2_,x

d) Analice si S es cerrado, abierto, acotado. \ ]
e¢) Halle el conjunto C/(S)=SuUS" que se denomina
clausura o adherencia de S . T

03) Represente geométricamente los siguientes conjuntos de puntos. En cada caso indique
cuales son sus puntos interiores, frontera y exteriores, analice si el conjunto es cerrado,
abierto, acotado, compacto, conexo.

a) {(x,y)eR%/ x> +y2-4<0,x+y =1},

b) {(x,1)eR?/ 4x2+7y%> <2, x>0},

©) {(x,»)eR?/ x> =% <3, x+y =2}

d) {(x,y,z)eiR3/x2+y2:a2/\x2+22:a2/\a>0/\x,y,zeiﬁa}.
e) {(x,y,z)eiR3/ x2+y2 <z? A x2+y2+z2 <9}.

04) Verifique que S ={(x,y) e R2/ x y <4} es cerrado y conexo, pero no e€s convexo.

05) En los siguientes casos, determine y grafique el dominio natural D de la funcidn.

a) f(x,y) =In((x+1)(y-2x)). D f6y) =62 (3 p).

D) Feor) =W —x,c+ ) In(y—x). 2 f(ny.2)=(y+z)/1-y.

& f(63) =1-( +3)’. h) £(6,0) =y (¢ + 1" =)/ 2x—x’ 7).
d) f(x,3,2) = JIn(z—x—y). ) Sy =]l A+ dr.

e) f(x,y)=In(xy)/2-x—y. j) f(x,y)=arcsen(x/(x+y)).
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06) Represente geométricamente los conjuntos de nivel de los siguientes campos escalares:
a) f(x,y)=xy-2. e) f(x,y,z):hl(x2+y2+zz).
b) f(x,y) =€ B flny)=x/(+57).
o) f(x,y,2)=x"+y’—z. Ed

) f(x,3,2) =4 x*+y°
d) f(x,y)=[x|+y. - {Sy si (x, ,2) = (0,0,0)

si(x,y,2) #(0,0,2)

07) Para cada uno de los siguientes campos escalares definidos en su dominio natural:
« determine el conjunto imagen,
« halle el conjunto de positividad,
. represente la grafica en el espacio xyz y analice las intersecciones con los planos coor-

denados.
a) fley)=x7+% d) flx.y)=2-x-y
b) f(x,y)zw/x2+y2. e) f(x,y):2—x2‘

¢) flx,y)=9-x"—)". 0 flx,z)=x*>-2x+22.

08) Proponga un campo cuyo dominio natural D R cumpla con:
a) x>+12>1. b) X2 +)7<8-2x. ¢ —l<x+y<3. d) (x-1)>+(y-2)>>0.
09) Dibuje los siguientes conjuntos de puntos e indique si tienen algin nombre en especial:
a) S={(xy2)eR /z=x"-2)"}. d) S={(x,y,z)eR /z=|x|}.
b) S={(xy,2)eR /Z2—x"—-4y’=1}. ) S={(x,y.2)eR° /x+y=4}.

2
z

0) S={(x,y,z)e$ﬂ3/%+y2+9=l}. f) S ={(x,1,2)eR’ / z =sen(y) } .

10) Grafique el conjunto imagen de:
a) g(u) = (cos(u), sen(u)) con ue[0,r].
b) g(u) = (cos(u),sen(u), u) con u €[0,r].

11) Sea C la linea que resulta de la interseccion de la superficie de ecuacién x” + y° =4 con
el plano de ecuacion z = x en el 1° octante.
a) Dibujela.
b) Halle una ecuacion vectorial.

c¢) Halle ecuaciones para las lineas resultantes de proyectar C sobre los planos coordenados;
analice en forma vectorial y en forma cartesiana.

12) Optativo: Dado el conjunto S ={(x,y) e R/ 1<x> +y2 <2 v (n',0),neN}, halle
sus puntos interiores, sus puntos aislados, su frontera, su conjunto derivado y su clausura.

Cuestionario
1. Defina campo escalar y campo vectorial. 4. Analice si {(x,y) e R*/xy <0} esun E(0).
2. Defina grafica y conjunto de nivel. 5. Demuestre que si f(x,y)=a y f(x,y)=b
3. Calcule la longitud de la poligonal de vérti- con a # b son dos conjuntos de nivel de [,

ces en (1,2,3), (2,4,6), (3,6,7), en ese orden. dichos conjuntos no tienen puntos comunes.
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Ejemplos de graficacion de conjuntos de nivel en IR usando el Mathematica

Para graficar lineas de f(x,y)) =2y —x° enel  Mismo ejemplo especificando opciones:
intervalo [-2,2] x [-3,3] podemos ordenar: ContourPlot[2 y — x2, {x,-2,2}, {y, 3,3},

ContourPlot[2 y — x*2, {x, 2,2}, {y, ~3,3}1; Contours—>8, ContourShading—>False,
bl

Frame—>False, Axes—>True,
N/
z \_/

AxesOrigin—>{0,0}];

-2 -1 Jul 1 z2
En este caso —por defecto”’-dibuja algunas line- \\\ -
as, sombrea y dibuja un marco externo.

Opciones especificadas: Contours — 8 (dibuja 8 lineas), ContourShading — False (no sombrea), Frame — False
(sin marco externo), Axes — True (con ejes), AxesOrigin— {0,0} (interseccion de ejes en (0,0) ).

2 2 s i
Para las lineas de nivel de  f(x,y) = * 5 R 5 SI. x=0 , definimos \\w \
—x“+y° st x<0
1ad

flx ,y ]:=x"2+y"2 /; x>=0 \\ \
3

flx ,y ]:=x"2+y"2 /; x<0 Y
Con la siguiente orden se obtiene el grafico de la figura: 1 \
ContourPlot[{[x,y], {x,—5,5}, {y,—25,25}, Contours—>15, Axes—>True,
ContourShading—>False, Frame—>False, AxesOrigin—>{0,0}]; & - “‘\\

Otros ejemplos de graficacion con el Mathematica

Superficie de ec. z=y—x* en [-8,8] x [-8,8]: | Conjunto imagen de g(¢)=(¢, ¢*) con ¢ € [-1,2]:

Plot3D[y"2—x"2, {x, —8,8}, {y, -8.8}]; ParametricPlot[{t, t"2} , {t, -1, 2}];

£.5
Z

/
it

-1 -0.5% o.f 1 1.5 &

* . . . ey . P . .y .. .
®) Las especificaciones “por defecto” son las que aplica el utilitario sin indicacion adicional; para modificar estas
especificaciones estan las opciones seleccionables con el formato Especificacion—>Opcidn elegida.
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3. Limite y Continuidad

01) Analice la existencia de los siguiente limites de funciones escalares de una variable.

2 2x—1 si x>0
a) lim -1 b) lim ser;(x)_ ¢) lim \x . d) ZTOf(X) si f(x)={ iz o
X

x—1 x—1 x—0 | x| x—0

si x<0

02) (Por qué existe el /im (M U ]n(u)} pero no existe el lim (&(u) , U )?.

2
. . ) 1—
03) Analice la existencia del lim —0()2s(u) 1+2u, Sin(” 2) _
u—0 u u’ +u

04) Represente el conjunto imagen de las siguientes funciones vectoriales de una variable e
indique en qué casos dicho conjunto es una curva.

a) §: N>R/ (1) =(1,21) ¢) 3:DcR—->R2/ g(x) = (x, x2)
b) g:[-1,2]1cR >R/ gw) = (u, |ul) con D={xeR/|x|[>1}

¢) g:[0,7]cR—>R*/2(p) = (cos(p), sen(¢))
d) g:R>R/ 580)=(¢,2t,1-1)

(wu?+1)siuz=0
(u,u?) siu<0

D g -

05) Analice la existencia de los siguientes limites de campos escalares.

3. 3 2.3
a)  lim LD b lm
(x,y)—)(l,l) X =y (xay)_>(070) X“+y
3 .2 2 3
by  lim YAy D lim =
@)=>(00) x4y (%)>(0,0) x7+y
2 3
o) (x;ry)2 i) lim ;y g
(x,»)—(0,0) x“+y (x,»)=>(0,0) x“+y
4 lim Xy—2x-y+2 K lim .
(0, 0)>(12) x%+y2-2x-4y+5 (x,9)>(0,0) x%+y
2 2
o lim Y D lm e PR
(x,»)—>(0,0) x“+y (x,)—>(0,1)
, | x|+ | , 3 1
f) lim —— m) lim (¥~ +Dcos( )
(6.)>(0,0) \[x2 1?2 (x,9)>(0,0) x4y
2.2
Iim % n) lim (x+y) sen(1/x) cos(1/ y)
(x5, »)—=(0,0) x“y“+(x—y) (x,)—(0,0)

0) lim fouy) si f(x,y) = {x3 /(x2 _yZ) si x? _y2 #0

(x:y)_)(oao) si X2 —y2 =0
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Xy siy=>x

p) G, y)—>(o 0)f(x ,¥) st f(x,p) = {

xsen(%) siy<ux

lim  f(x,y) si f(x,p)= {(x+J/)/(x2 +xy+y?) s% (x,») # (0,0)
(x,y)—)(0,0) 0 S1 (x, y) = (0,0)

06) Optativo: Sea f(x,y) = sen(x );)
ln(l—x )

a) Halle el dominio natural D de f y grafiquelo.

b) Analice si existe el lim  f(x,y) parapuntos (a,b)edD (fronterade D).
(x,y)—>(a,b)

07) Analice la existencia de los siguientes limites.
X+y-—z

D oo ez
(2000 Ay Y (x., Z%lin(o 0.0) x> +y° +2°
by lim Y2 0 im v e
(X,y)_)(l,l) X — y (x,y)—)(()’()) xz N yz D xy
. sen(4—xy) -~
©) lim 2 o : cos(x)
(6,)>2.2) 16—x%y? (X,ygn(o 0)( xsen(l/y), )

08) Sea S la superficie de ecuacion z = X%+ y2 , halle la ecuacion de una curva C < S que

pase por el punto (1,2,5). Verifique por definicién que realmente se trata de una curva.

09) Sea C la curva de ecuacion X = (¢, tz, 212) con teR.

a) Exprese C como interseccion de dos superficies.
b) Demuestre que C es una curva plana.

¢) Dada la superficie de ecuacion X = (u+v, u—v, u® +u+v? —v+2uv)con (u,v)e R2
demuestre que C esté incluida en ella.

10) Analice la continuidad en el origen de los siguientes campos escalares.

2 2
. —4x° .
Q) f(xp) = { B R A WO e e R
si x2+y:0 l-x—y siy=2x

l—cos(xy) . Xy .
b) f(x,y)= { six#0 D Fxy) = xz—yz st | y|#
six=0 0 si = |x]
yl=x
2
sen(y) sen(l/x) si(x,y) = (0,y) AT 0
c) f(x,y { i ) f(x y)— . si x+y#
1 (6.7) = (0.) 0 six+y=0
2
d) f(x,y) = {x ) si (x,y) # (0,0) B f(5y) = (2+x lsen(y) si y20
si (x,y) = (0,0) 2 si y=0
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11) Analice la posibilidad de redefinir la funcion extendiendo su dominio por continuidad.
a) f— {0} / f(xy) = (< xp?) 1407,
b) f(x,y) =xsen(xy)/y si (x,y)# (x,0).

0 Z: R >R/ g(z)ztﬁ (), “"tﬂ)

d) gw) = (Nu? Ju,u ) si u>0.

12) Determine el conjunto de puntos del plano para los cuales f es continua y realice la repre-
sentacion geométrica de la grafica de f.

a) f(x,y): \/4—x2—y2 siy<0 A x2+y2£4, f(x,y):O Votro(x,y).

2+y?) .
b) /() = YD) Gy # 00), e =1si (13) = (00).
X“+y
13)Sea f(x,y)=x>/(x*+y?) si (x,»)#(0,0), f(0,0)=0.a) Demuestre que f es continua en

el origen. b) ;Puede analizar el limite acercandose al origen por la linea de nivel 1 de f?.

14)Sean f y g de R en K3 campos vectoriales continuos, demuestre que también son con-

tinuos los campos h:iR3—>§R/h:f_-§ y W:‘R?’—)ﬂ%/W:f/\g

Cuestionario
1. Defina limite de un campo cuando X — 4 acercandose por una curva.
2. Indique un ejemplo de campo escalar con una discontinuidad evitable.
3. Indique un ejemplo de campo escalar con una discontinuidad esencial.
4. Demuestre que toda funcidn escalar continua y no nula en un punto, mantiene su signo en un
entorno de dicho punto.
5. Indique un ejemplo de campo escalar que tenga limite, atin con limites sucesivos no existentes.
6. ;Puede hallarse un ejemplo como el anterior pero para limites por curvas?

Ejemplo de graficacion con el Mathematica

Orden para graficacion:

Plot3D|[Sin[x]/x, {x, 6,6}, {y, —4.,4}];

Comentarios:
sen(x)

Estamos graficando f (x, y) = en

el intervalo [-6,6] x [-4,4].”

Como en la expresion de la funcion no fi-
gura la variable y , la forma correspon-
diente a sen(x)/x se “repite” para todo
valor de y. Si se considera f{0,y) = 1, este
es un ejemplo de superficie cilindrica.

) Si en el grafico el sistema no incluye puntos del tipo (0, y, /(0,y) ), el utilitario no indica errores. Es interesante
agregar la opcidn PlotPoints—>25 y observar el resultado (Plot3D usa 15 por defecto).
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4. Derivabilidad — Recta tangente y plano normal

Nomenclatura y consideraciones basicas:

o Trabajando con funciones de varias variables:

- fU(4,F) = %(Z) simbolizan la derivada de f respecto de 7 en el punto A .
r
— Siendo 7 # 0, su direccién viene dada por 7 = 7/|#||; las componentes de # son los

cosenos directores de la direccion. La derivada de f respecto 7 (vector unitario o ver-
sor) también se denomina “derivada direccional” o “derivada en la direccion de 7 .

— Las derivadas parciales son derivadas direccionales en la direccion de los versores
canonicos; es decir,

f'(A.e) = fx, (4) = == (4)
é’xk
donde ¢, =(0,--,0,1,0,--,0) esel k-ésimo versor candnico.
%/_/

k
e Una derivada queda definida cuando el limite correspondiente existe y tiene norma finita,

entendiéndose que:
— para funciones de una variable la derivada f'(a) se estudia suponiendo que a es in-

terior al dominio de f. ®)
— en el caso de funciones de varias variables, f'(A4,7) se estudia suponiendo que f esta

definida en un entorno de A4 sobre la recta que pasa por dicho punto con direccién 7 ;
es decir, no es necesario que A sea interior al dominio de la funcion.

01) Definida la curva C como interseccion de dos superficies S; y S2 (C=S8,nNS,):

. parametricela convenientemente y halle una ecuacién para la recta tangentea C en 4,

« halle una ecuacion cartesiana y una ecuacion vectorial para el plano normala C en 4,
« analice si C es una curva plana o alabeada.

a)Si:y=x> S:iy+z=5 A=(2,41).
D) Si:z=x>-1y> S:z=x+y A=(213).

Q) Si: x2+12+22=8  Siz =yx*+y>  A=(0,2,2).

02) Dada C de ecuacion X = (u*>,u—2,u+3) con u <R, analice si su recta tangente en el
punto (9,1,6) interseca ...
a) ..aleje z.

b) ... a la superficie X de ecuaciéon z = x —2 y2.

¢) ... alalinea de ecuacién X = (v, 2v, 32 v_l) con v #0.

03) Halle la ecuacion de un plano que contenga tres puntos no alineados de la curva C de
ecuacion X = (2cos(?), 2sen(t), t) con ¢ €[0,27]. Demuestre que C es alabeada (no es

plana).

* . . , , .
) Las derivadas laterales en puntos frontera las consideraremos mas adelante solo cuando sean necesarias.
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04) Halle las funciones derivadas parciales de 1° orden de las siguientes funciones.

a) f(x,y):x4+2xy+xy3—l. d) f(x,y)=arctg(y/x) , x#0.
b) f(x,3,2) =y e* 4+ z e &) f(x.y) = [T D ar.
) Sl =x e D =]

05) Analice por definicion la existencia de las derivadas parciales de f en el punto 4 ; cuando
sea posible verifique aplicando la regla practica de derivacion.

a) f(x,y)=3x>+2xy, A=(12). ©) f(x, ) =x*+2y%, 4=(0)0).

x2+2y six>1

b) f(x,y)Z{ ,A=@0D. A fxy)=|x|+]y], 4=(00).

2x—y six<l

x . a) Pruebe que f no es continua en (0,0).
X s (x,y) = (0,0) _
06) Dada f(x,y) =4 x>+)? ’ ’ b)Pruebe que f'(0,7) sélo queda definida
0 S1 (X, J’) = (0’0) para e (130)9 (_170)5 (091) y (Oa_l) :

Sy Demuestre que para todo 7 € R*la funcién
— ,v) # (0,0 ) )

07) Dada g(x,y) =1 x°+)? $1(x, ) = (0,0) es derivable en el origen, aun cuando g es
0 s1(x,y) =(0,0) discontinua en (0,0).

1

1

08) Dada h:R> >R/ h(x,y) = x3 y3
oh dh ) ] ) )

a) Demuestre que 5(0,03 = ay (0,0) =0 y que la inicas direcciones para las que existe

derivada direccional son e, —¢é;, ey y —e5.
b) Verifique que % es continua en el origen.

09) Demuestre por definicion que f:R* >R / f(x,y) = \/4x* + y* es continua pero no
admite derivadas parciales en el origen.

10) Dada f(x,y) = 1-x%+2 y2, calcule usando la definicion la derivada direccional de f en

el punto A4 = (1,—1) segln la direccién del vector v = (3,4).

11) Estudie la derivabilidad en distintas direcciones en el punto 4 que se indica en cada caso.
Xy—Xx

—— = i (x, 0.1
a) f(X,y)= x2+(y—1)2 B (x y)i( ) >
0 si (x,y)=(0,0)

4 =(0,1).

2
b) fley)={7 S 62200 Gp)
0 si(xy)=(0,»)
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12) Determine los dominios en los que quedan definidas las derivadas parciales de 1° y 2°

orden de las siguientes funciones:

2
X

a) f(x,y) = In(x* +1?). ¢) f(x,y) = g si (x,») #(0,0), £(0,0)=0.

b) f(x,») = (xIn(y), y/x). d) f(x,y,2) =xyIn(yz).

13) Sea P una particula que se desplaza en el espacio xyz seglin la trayectoria definida por
X =327+ Q-1)j+2t>k con t>0, ¢: tiempo en segundos. Si x=)>+z es la
ecuacion de una superficie S :

a) calcule el dangulo entre los vectores velocidad y aceleracion de P en el instante que la
particula atraviesa a S.
b) calcule el tiempo que tardard P en llegar desde S al plano de ecuaciéon x—z+2y = 7.

14) Sea L:R" >N (n>1) una transformacion lineal, aplicando la definicién de derivada

direccional demuestre que L'(A4,7)= L(F ) VA,FeR".

15) Sea f ()_( ) =k-X con k constante; utilice la propiedad demostrada en el item anterior
para obtener k sabiendo que f ’((2,1), (3,4)) =2vyvf ’((3,5), (—1,1)) =4.

16) Dado ¥(x,y) = (y+xg(x),y%), halle g(x) para que vy L), con v(LD)=(3,D).
17) Dada f(x,y)=y* +g(x), halle g(x) paraque f7 + /5, =0 si £(0) =0, f7(0)=1.

18) Para tiempo #>0 dos puntos siguen trayectorias definidas por X = (¢+1, g(¢), 1+t2) y

X =Q2t, @), 2t2 ) respectivamente, determine g(z) sabiendo que en todo momento
las trayectorias son paralelas y que en #=1 ambos puntos coinciden en el (2,2,2).

19) Verifique que y = (x —az‘)2 + (x+ at)2 con a constante satisface la ecuacion:
0%y _ 2 2%y
54
ot ox
denominada “ecuacion de onda” o “ecuacion de la cuerda vibrante”, debida a D’ Alembert.
20) Demuestre que z =sen(x)senh(y) satisface la ecuacion bidimensional de Laplace:

8%z

21) Sea U = f(x,y,z) con f campo escalar que en cada punto (x,y,z)tiene un valor inversa-
mente proporcional a la distancia desde el punto al origen de coordenadas; verifique que:

U +UY, +UZ = 0 en R*—{0}.

_ _ k7
22) Sea f=(P,O,R)/ f(x,y,2) = —: con k constante, 7 =(x, y,z), r =||7||. Verifique que:
r

Pi+Q), +R. =0 en R —{0}.
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23) Dada f (x, y) =4/3- X2 - y2 , obtenga fy' (1,0) observando el grafico de la curva interseccion

de z = \13—x2—y2 con x =1.

24) En la figura se representa la superficie de

ecuacion z = f(x,y) ; opine con fundamento si

es posible afirmar que £}, (0,0) =0y f) (0,()) <0.

Cuestionario

1. Exprese la definicion de £},

e (@,b).

rema de Schwarz demuestre que:

fity (4) = 3:(4)

nr

xx

2.Siendo f e C*(E(A)), aplicando el teo-

3. Demuestre la propiedad de homogeneidad.

4.Si existe f'(4,7), demuestre que existe
S, =7y f(A,=F)==[(4.7).
3.Si f:R" >R (m>1) es una transfor-

macion lineal, justifique que:

r(xXa+v)= r(Xa)+ r(X.5).

Derivando con el Mathematica

Sélo indicamos la forma de trabajar en
aquellos casos en que se puede usar regla
practica de derivacion.

Definimos un campo escalar:
fix_y =X +xy

D[f[x.,y], x] devuelve 3 x*+y
D[f[x,y], y] devuelve x

D[f[x,y], {x,2}] devuelve 6 x
D[f[x.y], x,x,y] devuelve fixy (x, y).

Para funciones de una variable también se puede
usar el formato g’ , g’ (dos primas); por ejem-
plo, definiendo g[u_]= { u®, Sin[u] }

D[g[u],u] o bien g’[u] devuelven {2 u, Cos[u]}

Para calcular la derivada de la funcion fen (2,1)
respecto del vector {3,4} debemos hallar h’[0] ,
donde h[t] = f]2+3 t, 1+4 t]; entonces podemos
ordenar:

D[f[2+3 t, 1+4 t],t] /.t =0
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5. Diferenciabilidad — Plano tangente y recta normal
Nomenclatura y consideraciones bésicas:

e Dada f:R" >R"/ f(X)=(fj(x), -, f,,(x)), cuando f es derivable” en 4, que-
da definida la matriz jacobiana de f en 4 que denotamos como Df(A).

o, o,
a—xll(A) ﬁ(ﬁl)
Df(4) =
I m Iom
a_xl(A) R~ (4)

« Siendo f un campo escalar derivable en A , el vector cuyas componentes son los elemen-
tos de Df(A) se denomina gradiente de f en A ylo denotamos Vf(A4) = grad £ (A4).

=Y % ... L
Vi) = (L, L),
o La expresion “f con matriz jacobiana continua en W ” es equivalente a “ f € C'(W)”.

Para funciones de una variable significa que la funcion f'es continua en W ; para las de

varias variables significa que todas las derivadas parciales de 1° orden son funciones conti-
nuas en W .

01) Exprese Df(X) y halle el conjunto W tal que Df sea continua en W .

) f0= 25350 9 jo) =k—f"°“{F=X|:|-|(|x’y’Z)’ £
v r=i|\r
2
b) f(x,y) = xz? > &) f(x,y) = xzxi S 2 00), /00=0.

) f(ny.z)= (" +y, zIn(x® +2%) D f(xy) = (7Y, (v-x)7)

02) Siendo f(x,y) =+/xy si xy>0 y f(x,y) = x si xy<0, calcule f'((0,0),(2,—1)) apli-
cando la definicion. Observe que en este caso f7((0,0),(2,—1)) # Vf(0,0)-(2,-1). ;Existe
la derivada pedida?; si existe, ;cudl es su valor?.

03) Sea f(x,y) = xz/ y si(x,y) #(x,0) con f(x,0) =0. Demuestre que f es derivable en
toda direccion en (0,0) pero no es diferenciable en dicho punto.
04) En los siguientes casos analice la derivabilidad en distintas direcciones y la diferenciabilidad de

la funcidn en el origen de coordenadas.
o

a) f(x,y)=9x+y six+y#0 , observe que f no es continua en (0,0).

0 six+y=0
5 Verifique que en (0,0) la funcion tiene dos direc-
Xy si (x, ) # (0,0) ciones de derivada direccional maxima y cuatro

b) f(x,p) =142 4 y2 direcciones para las cuales la derivada resulta nula
0 si (x,y) = (0,0) (cada direccion se especifica mediante el versor
correspondiente).

* . . . ., . .
) Derivadas parciales existentes para el caso de funcion de varias variables.



U.T.N. - F.R.B.A. — Andlisis Matematico Il — Guia de Trabajos Prdcticos 15

05) Analice si la grafica de f del item “Ole” admite plano tangente en (0,0,0).

2 2
06) Dada la superficie de ecuacién z = XDy , determine en qué puntos tiene plano tan-
gente horizontal y obtenga la ecuacion de esos planos.
07) Optativo: Siendo f(x,y) = (x’ —=xy?)/(x* +y?) si (x,y) # (0,0) y f(0,0)=0, demues-
tre que f es continua y derivable en toda direccion en (0,0) pero no es diferenciable en
(0,0).

08) Calcule mediante aproximacion lineal y compare el resultado con el obtenido con calculadora.

a) (1.96,0.96) cuando f(x,y)=+/25-2x>—)" .

b) £(0.99,1.98,1.02) cuando f(x,y,z)=xy+sen(Exp(2x—y+3z-3)-1).

09) Demuestre que en un entorno del origen eX/(y +D) +In(y+1) =z x+y+1.

z,vz/u,u/v) con (u,v)eR*/ uv =0, veri-

10) Sea S la superficie de ecuacion X = (u —v
fique que A =(-2,2,1) es un punto regular de S. Determine y exprese en forma cartesia-

na el plano tangente y la recta normala S en 4 .

11) Dada la superficie de ecuacion z = x> —x)° +x, demuestre que todos sus puntos son regu-
lares y halle aquellos puntos en los que el plano tangente es “horizontal” (paralelo al xy).

12) Sea 7, larecta normal a la superficie de ecuacion z = /9—x>—3* en (1, 2, zy), analice
si existe algun punto en el que o interseca a la superficie cilindrica de ecuacion z = x”.

13) Halle las direcciones de derivada direccional maxima, minima y nula de las siguientes
funciones en el punto 4 :

a) f(x,y)=x"-xy", A=(13). b) f(x,0,2)=x"—yz’, 4=(52,0).

14) Siendo g(x,y) = 3xt—x y+ y3 , calcule la derivada direccional de g en el punto (1,2)
segun la direccién que forma con x* un angulo —en sentido trigonométrico— de 7 /3.

15) Sea f(x,y) = ax’ y3 +bxt +4x y, determine a y b de manera que la derivada direccio-
nal de f en el punto (1,-2) tenga el valor maximo en una direccion paralela al eje y .

2x+y+3z

16) La temperatura en °C en cada punto (x,y,z) de un cuerpo es 7(x,y,z)=e Len

qué direccion desde el origen se produce el mayor incremento de temperatura?.
17) Sea feC',si f'(4,34) =4y f(4,2,7)=-6.

a) Calcule f'(4,(5.9)).

b) Determine el valor de la derivada direccional méxima de f en A .

c¢) Sabiendo que f(A4) = 3, calcule en forma aproximada (A4 +(0.01,—0.02)).

18) La recta determinada por la interseccion de las superficies de ecuaciones y2= X222 y

z = x es normal a la superficie de ecuacion z = f(x,y) en (1,0,1), calcule aproxima-
damente £(0.98,0.01).

y—=2x

19) Dada la superficie £ de ecuacion ze —5=0, halle una ecuacion cartesiana para el

plano tangente a X en (1,2,z9); con esta ultima calcule aproximadamente z; sabiendo que
(1.01,1.97, z))e X.
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20) Se sabe que el plano tangente a la superficie de ecuacion z = f(x,y) en el punto (1,2,z,)
es 2x+3y+4z=1. Con esta informacion, jes posible calcular la derivada direccional de
f enel punto (1,2) en la direccion que va hacia el punto (3,4) ?.

21) El resultado de la medicion de una magnitud escalar w es del tipo wo £ &, , donde wy es
el valor medido y ¢, =|Aw|nsx es la cota de error absoluto de la medicion. Cuando
w=f (xl,- . -,xn) y se miden los x; para calcular w a través de f', una forma acostum-

brada de evaluar &, es

n
Ey = Zl| f)él (A)] Exi , donde 4 =(ay,---,a,), a; es el valor medido para cada x;.
1=
a) Sea / =0.50 mA la intensidad de corriente eléctrica a través de un resistory V' =0.44 Volt
la diferencia de potencial entre sus terminales. Sabiendo que R =V /I es la resistencia eléc-

trica del resistor, determine R + & considerando que Volt/mA = kQ" y que ambos ins-
trumentos tienen un error maximo de 1 en el digito menos significativo (tipico en instru-

mentos digitales).

b) Un recipiente tiene forma de cilindro circular recto, sus dimensiones internas son: diametro
3.1£0.05 cm y altura 5.2 +0.05 cm. Calcule su capacidad V+&p .

¢) Determine la cota de error relativo de z en funcion de los errores relativos de x e y en los

siguientes casos: z=xy, z=Xx/y, z= x2y3.Nota: para w#0, &4 = SW/|W|.
w

d) Dados dos resistores con resistencia nominal R, = R, = 39 kQ al 5% (&pelativo €N % 0 fole-

Rl RZ
R/ +R,

de indicar la cota de error relativo de Rz en %.

rancia), calcule Rpp = (resistencia equivalente de dos resistores en paralelo); no olvi-

Cuestionario
a) Demuestre que todo campo diferenciable diferenciable en un punto interior a su domi-
es continuo y derivable en toda direccion. nio.

b) Demuestre que Df(4) es la matriz asociada | d) Determine los casos en los que Aw = dw .
a la transformacion lineal que figura en la
definicién de diferenciabilidad de / en 4. |©) Optativo:  Sea f(x,y)=x"\x’+y", de-
c¢) Proponga un ejemplo de funcion de varias muestre que f es diferenciable en (0,0) pero
variables que resulte derivable pero no sea fx o es continua en (0,0).

O kQ “selee” kiloOhm, 1kQ = 1000Q. mA “se lee” miliAmpere, 1 mA = 0.001 Ampere.
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6. Funciones compuestas e implicitas

01) Dadas f y g, analice en cada caso si quedan definidas fog y go f. Ademads, para
cada funcion generada mediante la composicion, determine su dominio natural y obtenga

su matriz jacobiana en algin punto interior al mismo.
a) f(x,p) =@y, x=y), gu,v) =@’ v-u).
b) f(ry) =xyy . g =, 2-u).
Q) f(rn))=@=y,x+y), gO=2-1,1-3).
d) f(x,y) = (x)?, y—x, x), gu,v,w)=u—-v, Wﬂ)
02) Dada h:DcR* >R/ h(x,y) = xIn(l—xy) siendo D su dominio natural, defina dos
funciones cuya composicion genere /.

2
03)Si z=2uv—-2~v—u con =Ty , resulta z = h(x,y).
v=x+2xy—1

a) Reconozca las funciones /' y g que generan 47 como h = fog.

b) Calcule la derivada direccional de 4 en (2,1), en la direccidon que va hacia el (5,95).

c¢) Sea ng la recta normal a la grafica de # en (2,1,z), exprese ny como la interseccion de
dos superficies.

d) Analice si larecta ny mencionada en “c)” tiene algun punto en comun con el eje z.

04) Dada w=u’ —xv* con u=x,y—x A v=2x+y*, resulta w= f(x,y). Aplicando la

regla de derivacion de funciones compuestas (sin realizar la composicion), calcule £7(0,1).

05) Dadas f(u,v)=|u—1|—v , g(x,y)=(1+x*,2y—1), demuestre que & = fog es deri-
vable en (0,0). ;Se puede aplicar la regla de la cadena?.

06) Sea z = f x2oy? con f diferenciable, calcule xZ 4 % paratodo (x,y) # (0,0)

242 ) ox Yoy P Y V).

07) Dada h(x,y) = f(2x/y)— f(y/x) con feC", verifique que x i+ y hy, =0 para todo
punto (x,y)tal que xy #0.

08) Sean f(x,y)=x>+)y"+1 y g(x,y)=(x+y,ay), determine el valor de @ para que
h= fog en (1,1) tenga maximo crecimiento en la direccion del vector v =(5,7).

09) La temperatura en cada punto (x,y) de una lamina metalica plana es 7 = 3x/(x* + y?).
a) Halle la linea de nivel (isoterma) que pasa por el punto 4 =(2,—1).
b) Halle la direccion de méaximo crecimiento de la temperatura en 4 = (2,—1).
¢) Halle el coeficiente de variacion de temperatura, f'(A4,7) con A =(2,—1), en la direc-
cion de la bisectriz del 1° cuadrante con componente positiva segun x .
d) Halle el coeficiente de variacién de temperatura a lo largo de la curva C de ecuacion
X =(2sen(?), cos(?)) con t €[0,27]. Estoes dT/df con T = f(X)y X € c.”

e) Halle la cota de error relativo porcentual en el calculo de 7 si se midieron x=2 e
y =—1 con cotas de errores relativos de 1% y 2% respectivamente.

) Observe que esta derivada, para funciones diferenciables, es proporcional a f(X,#) para X € C y 7 versor tan-
gente a la curva orientado segun lo impone la parametrizacion de la misma.
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10) La ecuacion xy—e” ™ = In(z) define implicitamente z = f(x,y), halle una expresion
lineal que permita aproximar los valores de f en un entorno del punto (1,1).
11) La ecuacién z° +2xz+ yz—x=0 define z= f(x,y) en un entorno del punto (1,-2).
a) Determine V/f(1,-2).
b) Halle ecuaciones del plano tangente y la recta normal a la graficade f en (1,-2,z,).
c) Calcule las derivadas direccionales de f en (1,-2), en las direcciones que forman
angulos de /3 y de — /3 medidos en sentido trigonométrico respecto de x".

12) Halle los puntos del hiperboloide de una hoja de ecuacion 2x* —2y* +2z?=1 donde el
plano tangente es paralelo al plano de ecuaciéon z = x—y.
13) Dada f(x,y,z) = 8x?—2x y, calcule la derivada de f en (3,1,2), en la direcciéon a la

normal “interior” a x*+y” + z*= 14 en dicho punto.

14) Dada /:R*—{0} >R / f(x,y) =In(x* + y?), calcule la derivada direccional de f en
el punto (x;,,),) de su dominio natural, en la direccién normal exterior® a la linea de ni-

vel de f que pasa por dicho punto.

15) Sea 4 un punto de una superficie de nivel del campo escalar f y 7, el plano tangente

a dicha superficie en 4 . Demuestre que la derivada direccional de f en A es siempre
nula si se la calcula en la direccion que va desde A hacia cualquier punto X € r,,.

16) Siendo C la curva interseccién de las superficies: x> —y?=12 y z = x+ y*, analice si la

recta tangente a C en (4,2,z,) corta a la superficie cilindrica de ecuacion y = x>

17) Dada z =u+ve"™ con (u,v)=(f(x,y), y*) resulta z = h(x,y). Halle las direccio-
nes 7 tales que #'((2,1), 7) =0, si la funcién f queda definida implicitamente mediante
la ecuacion 2y —ux—In(u)=0.

18) Halle la ecuacion cartesiana del plano normal a la curva C en 4 =(2,1,—4) si se sabe que
los puntos de C pertenecen a la superficie de ecuacion z = xy—3x , y que la proyeccion

de C sobre el plano xy es la parabola definida por y = x> =3 con z=0.

2
19) Considere A= fog con g(x)=(e*,e* ) y f(u,v) definida por y—1+In(yuv)=0. De-
muestre que y = A(x) con A(0) =1 satisface la ecuacion (1+ )y +(1+2x)y =0.

20) Verifique que z = f (x, y) definida implicitamente por x+ yz—e” =0 satisface la ecua-

cibn que zzy —z) =0.

21) Calcule la derivada direccional maxima de %4 = fog en el punto (1,1) cuando f(u,v)

queda definida por z—u* +v?+In(v+z) = 0, siendo g(x,y) = (x)*, y—x?).

@ Hacia afuera de la region acotada que la linea encierra.
® Nota: Si F,Ge C'enunentornode 4 € R’ , F(4) =0, G(4) =0 yel vector d = VF(A) AVG(A) # 0,
la interseccion de las superficies dadas implicitamente por F(x,y,z) =0 y G(x,y,z) = 0 define una curva

regular en un entorno de A cuya recta tangente en este punto esta dirigida por d .
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u=x+y’

22) Dada w=u’v+3v* con {
v=g(x,y)

, resulta w = h(x,y). Calcule aproximadamente

h(2.98,2.01) sabiendo que g queda definida por xv+In(v+y—2)—3=0.

23) La ecuacién uy+x+e "tV

—4 =0 define implicitamente u = f(x,y), sabiendo

que los puntos (x,y) pertenecen a la curva de ecuacion X = (#* -3, 2+sen(f—2)) resul-
ta que u = h(¢); verifique que % es decreciente en £, = 2.

24) Sea f eC' con Vf =(1,-1) constante, halle g derivable tal que Z(x)= f(x g(x), g(x))
sea constante; suponga que la grafica de g pasa por (3,1).

25) Halle f(u) tal que y =x f(x*—1) sea solucion de la ecuacion diferencial xy' —y =2x°.

Cuestionario

a) Indique condiciones para que f(x,y)=0

defina una curva plana que pasa por 4,
[puede asegurar que la curva es regular en
dicho punto?.

b) Sea V¢ continuo en un entorno de A y

no nulo en 4 ; demuestre que V(A) es
normal al conjunto de nivel de ¢ que pa-

sa por A, y esta orientado localmente
hacia los conjuntos de nivel creciente.

¢) Sea S una superficie regular en 4 y 7T, su
plano tangente en A . Demuestre que 7,

contiene a la recta tangente en A a cual-
quier curva regular C < S que pase por
dicho punto.

d)Proponga dos funciones discontinuas (no
son continuas en todo punto) cuya com-
posicidn genere una funcién continua y

derivable en todo punto.
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7. Polinomio de Taylor — Extremos

01) Sea p(x, y) =x? —xy+y> =3 el polinomio de Taylor de 3° orden del campo escalar f
en un entorno del punto (1,2).
a) Expréselo en potencias de (x—1) e (y—2).
b) (Cual es el valor de f en (1,2)?, ;se puede calcular con el polinomio dado sin obtener
la forma pedida en “a”?.

02) Dadas las superficies de ecuacidon z= f(x,y) y z=p(x,y), donde p es la funcién po-

lindmica que resulta de desarrollar f en un entorno de (xo, yo) hasta el orden n, verifique
que ambas superficies tienen el mismo plano tangente en el punto (xo, yo, f (xo,yo)).( )

03) Desarrolle los siguientes campos por Taylor hasta 2° orden en un entorno de A4 .
a) fuy)=x-yJ6-x, A=(23).
b) f(xy)=yh(x)+xIn(y-x), 4=(12).
©) fuyz) =" —(z+D)Jy—x, 4=(1,20).
d) f(x,,2) =cos(x+y)e” ", 4 =(0,0,0).
04) Calcule en forma aproximada: a) 0.98201 , b) V/3.99 +3/8.06 , €)8.97/3.02.
05) Dada f(x,y)=yg(x) con g derivable, halle g(x) tal que en un entorno del punto
(x,,¥,) con y,# 0 resulte f(x,y)=g(x,)(x+y—x,).

06) Dada 1 :R* — R, analice en cada caso si /(0,0)es extremo local; en caso afirmativo clasifi-
quelo y calcule su valor.

a) [ =2+br]. B S = +x? o) fny) = (r=x)x-1D).
07) Siendo f(x,y) = (x+ y)4, demuestre que f(—a,a) VaeR es extremo local en sentido
amplio.

08) Estudie la existencia de extremos relativos (locales) y de extremos absolutos en sus do-
minios naturales de:

a) f(x,y) =x>+y*+xy?. ) f(xy)=In(y—x).
b) f(x,y) =x" =X 4xy.  e) f(x,y) = 10— (x—4)’ —(y-2)°.
) f(x,y)=+y—x. N fxy.2)=x>+y*+2.

09) Analice la existencia de extremos absolutos de f(x,y)= )c/(x2 + y2 +1) en la regién

D={(x,y)e K2/ x2 + y2 < 2x}, identifiquelos e indique en qué puntos se producen.

10) Demuestre que la grafica de f(x,y) = 6+ x> tiene infinitos puntos con plano tangente
horizontal, pero en ninguno de ellos el valor de f* es un extremo.

11) Una chapa circular plana S = {(x,y) e R2 /x> + y2 <4} tiene una densidad de carga

electrostatica o(x,y) =2x yz—x2 en uCoul/cm’. Halle los puntos de maxima y mini-

ma densidad de carga; no olvide analizar en puntos de la frontera.

12) Aplicando Taylor resulta f(x,y) = 7x+y+xy— y2 —4x? en un entorno de A4 = (L);

analice si f(A) es extremo local, en caso afirmativo clasifiquelo y calcule su valor.

) En general, en (xo, y,) coinciden los valores de /'y p y los de todas sus derivadas hasta el orden # inclusive.
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13) Conectando en paralelo » resistores con resistencias eléctricas Ry, ..., R, se obtiene una
resistencia eléctrica equivalente Rgp tal que (REQ)*l = (R)) '+---+(R,) . Sabiendo que
Ry, ..., R, son positivas, demuestre que Rgp es menor que cada una de ellas (con lo cual es
menor que la menor).

14) Dada z = f(x,y) definida implicitamente por F(x,y,z) =0, suponga F € C 2 y el punto
A =(Xg,V0-20)/ F(A)=0 A F.(A)#0.
Demuestre que si (x,,),) €s punto estacionario de f entonces:
F!.(A) F(4) Fp,(4)
FL(4) F(4) Fi(4)
15) Aplicando el teorema de existencia de las funciones definidas implicitamente, demuestre

)gx(xoayo)z_ 5 f)gy(xoayo):_ s f)l/'y(xoayo):_

que x* +4 y2 +2% =36 define dos funciones @ Y @, de las variables x € y que produ-

cen extremos relativos en (0,0); uno es maximo y el otro es minimo. Halle las funciones
correspondientes e interprete geométricamente.

16) Dada la superficie S de ecuacion x>+ 4y2 +9z22 =1, Suponiendo una representacion del
tipo z=@(x,y), {en qué puntos ¢ produce extremos locales?, ;es una unica funcion ¢ ?.
17) Analice la existencia de extremos relativos, clasifiquelos y calcule sus valores.
a) f(x,y)= 4 + 4y3 +12x T+ 12y_1.

b) f(x,y) = x—y2 —x +2xy.

c) f(x,y)=(2—-4x+3 y)4. Ejemplo con infinitos puntos de minimo.

d) f(x,y) definida implicitamente por xy—zcos(yz)+1=0.

e) f(x,y,z) = xy+xz en puntos de la superficie de ec. X = (u,u—v, vz) con (u,v) e R2.

) f(x,y,2) :zz(x+9)—6y en puntos de larecta de ec. X =(2¢,41,¢) con t €R.

18) Determine los puntos de la curva de ecuacién 4 y2 —18x+9x> 16 y =11 mas préximo
y mas alejado del punto (1,7).

19) Un cuerpo tiene forma de cilindro circular recto de volumen ¥, siendo A4 el area de su superfi-
cie frontera. Determine las dimensiones del cuerpo (didmetro y altura) si se desea ...

a) ... volumen maximo para area 4 dada.
b) ... &rea minima para volumen / dado.

20) Se desea construir un camino de la menor longitud posible (recto) que permita unir dos

rutas cuyas trazas locales tienen ecuaciones 4x+4y=5 e y= —x2, halle los puntos de
ambas rutas a interconectar por dicho camino.

Cuestionario

a) La funcién del item 17a genera maximo
local y minimo local, observe que el
maximo es menor que el minimo. (Por
qué pueden ocurrir estas situaciones?.

b)Proponga f tal que f(x¢,v0) sea minimo
local y el Hessiano sea nulo en (xo,)0).

c)Dada f diferenciable, si f(xo,0) es extre-
mo local, demuestre que el plano tangente

ala graficade f en (xo.0,/ (x0,00)) €s pa-
ralelo al plano xy.

d) Proponga una funcién de dos variables que
produzca extremo local en un punto donde
no es derivable.



22

U.T.N. — F.R.B.A. — Andlisis Matemdtico Il — Guia de Trabajos Prdcticos

8. Curvas - Integrales de linea — Funcion potencial

Nomenclatura y consideraciones basicas:

Se denomina trayectoria o camino continuo a toda funcién g :[a,b]c R —>R" (n>1)
continua en el [a,b]. El conjunto imagen C < R” es una curva” con ecuacion vectorial
X=3(t) A tela,b].
La ecuacion vectorial de una curva C impone una forma de recorrerla; la orientacion, o
sentido de los arcos crecientes, es aquella segin la cual se desplaza g(z) sobre la curva
cuando el parametro 7 crece.
Segun la representacion dada por g, la curva C es regular cuando existe g’ y g'(¢) # 0
en todo el [a,b] (**); si ademas g’ es continua, la curva es suave. Cuando C es suave, el
versor tangente (7' =g'/||g’|) se “desplaza” con continuidad sobre la curva.
La curva es suave a trozos cuando el intervalo [a,b] puede ser dividido en cantidad finita
de intervalos cerrados en cada uno de los cuales g'es continua y no nula.
.[C Jfds simboliza la integral de linea del campo escalar f a lo largo de la curva C,

siendo ds = || g'(¢) ||dt el diferencial de arco de curva.
-[C f -ds = J-C f -dg simb_oliza la integral de linea o circulacion™ del campo vecto-

rial /" a lo largo de la curva C, siendo ds =dg =Tds =g'(¢)dt .

Observacion:
Si C es suave y simple segtin dos representaciones gy y g5, la [ fds tiene el mismo resul-

tado usando cualquiera de ellas, mientras que se observara un cambio de signo en el resultado
de .[C f-ds cuando g; y g, orientena C en sentidos opuestos.

01) Dados los siguientes arcos de curva, halle dos parametrizaciones que los orienten en sentido

02) Calcule la longitud de la frontera de la region plana definida por: x

opuesto y plantee el calculo de su longitud verificando que el resultado no depende de la
orientacion.
a) Arco de parabola de ecuacion y = x* entre los puntos (=11) y (2,4).

b) Circunferencia de radio 2 con centro en (2,1).

2 2

¢) Elipse de ecuacion x_2 +2 =1 con a,beR".

at b’
d) Segmento AB,con 4 =(23~1) y B =(3.2]).

e) Cc R , interseccion de y = x% con x+z=2 enel 1° octante.
f) Cc 9%3, interseccion de x° +y2 +z2=8 con z= \/xz er2 .
g) C: linea coordenada de u =3, correspondiente a la superficie de ecuacion

X = (uzv ,u—v,v+u)con (u,v) e R entre los puntos (9,2,4) y (18,1,5).

2+y2S4,ny,x20.

) A veces llamado arco de curva por estar definido en intervalo [a,b] cerrado y acotado.
" La derivabilidad en los puntos frontera del intervalo cerrado se cumple cuando existen las derivadas laterales

(limite del cociente incremental por derecha para a y por izquierda para b).

" Algunos autores solo llaman circulacion al caso de C cerrada.
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03) Calcule la longitud de la trayectoria de una particula que se mueve sobre la superficie de
ecuacion z= x> —4 y2 desde el punto (1,2,—15) hasta el (3,1,5), si la proyeccion de su re-
corrido sobre el plano xy es el segmento de puntos extremos (1,2,0) y (3,1,0).

04) Entre los puntos (0,0,0) y (1,1,1), en la interseccion del plano y = x con la superficie de

ecuacién z=2y—x> con z >0, se ha formado un hilo conductor eléctrico con resistivi-

dad lineal (Q2/m) que en cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano
x =1. Calcule la resistencia eléctrica de dicho hilo conductor.

05) Halle las coordenadas del centro de masa de un alambre filiforme cuya densidad lineal en
cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al eje z , si la forma del alambre
queda determinada por la interseccion de x+ y+z =4con y=2x en el 1° octante.

06) Demuestre que si /#:R — R” (n>1) es derivable y || # || es constante, 2 LA'.

07) Sea C — R’ una curva suave de ecuacion X = g(¢) con ¢ €/ (intervalo real).

t
Dado bel, |s = A(t) = .[b lg' (@) dt| es la abscisa curvilinea del punto g(¢) e C, donde

s, = A(b) = 0 es el origen de dicha abscisa.

Siendo s'=A'(t)=|g'(¢)] >0 = Aestrictamente creciente = 3 A" tal que 1 =1"'(s),

componiendo con g resulta: | X = g(A'(s)) con sel s| que es la ecuacion normal de C,
%K_J

G(s)

donde /; eslaimagen de / a través de A .

Se define el versor tangente principal T = dG /ds ; aplicando la regla de la cadena y la
regla de derivacidon de funcidn inversa resulta:

r-Bd_pl_ 8 1)
dt ds s gl
versor orientado segun g’ (sentido de los arcos crecientes). Suponiendo existente y no
nula la dT'/ds , esta derivada es ortogonal a 7' (||7]| constante) y quedan definidos
dT /ds
ldT / ds|
Asi como (1) permite hallar 7 sin obtener una ecuacién normal de la curva, denotando:
s, =A(t,) ysuponiendo existentes g’ =g'(t,), g'=g"(,), g'=g"'({,)

el versor normal principal N =

y el versor binormal B =T AN.

es posible demostrar que en todo X, = g(z,)eC ,si g’ Ag" # 0 resultan:

=gTO,’B0=g_.OI;g_O;’N0=BO/\T;)'
I &l 18 ~ &l
El triedro intrinseco de C en X esta formado por los planos normal, osculador y rectifi-

o

cante que son perpendiculares en dicho punto a 7,, B,y N, respectivamente.
La curvatura de flexion de C en X es: :
RN A

—r3 H
2] |

La curvatura de torsion de C en X es:

==

_ (g(; A g(’)') "8,
2o ~ g2

a) Halle la ecuacion normal de la curva de ecuacion X= (2cos(z),2sen(t),4¢) con

. T .
of = 14 s, = ct,= 4B 5,)| =

te[0,27z], definiendo como origen de abscisa curvilinea el punto (0,2,27).
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b) Halle la ecuacion cartesiana del plano osculador de la curva C interseccidn del cilindro
parabolico de ecuacion z = x* con el plano de ecuacion z+x=2 en el punto (1,1,1);
y calcule las curvaturas de flexién y de torsién de C en dicho punto.

¢) Demuestre que toda recta, tiene curvatura de flexion nula en todos sus puntos.

d) Demuestre que la circunferencia tiene igual curvatura de flexioén en todos sus puntos.

e) Determine la posicion del centro de curvatura de flexion correspondiente al punto
(4,1,12) de la curva de ecuaciéon X = (2t,t—1,t3 +4) cont>1.

f) Sean X =g(t), v=g y a=17v laposicion, velocidad y aceleracién de un punto que
se desplaza por el espacio, donde ¢ es el tiempo. Demuestre que la velocidad es siempre
tangencial; y la aceleracion: es nula si el movimiento es rectilineo uniforme (v constante),

es tangencial si es rectilineo no uniforme, y yace en el plano osculador si no es rectilineo (es
expresable como combinacion lineal de Ty V).

08)En K2, si f=(P,0), interprete la igualdad jc Fds = jcp(x, V) dx+0(x,y)dy e indi-

que como se expresaria en R°>.
09)Sea F  constante en todo punto del segmento 4B, verifique que
J.@F -ds = F-(B — A). Relacione este resultado con la conocida expresion del trabajo de

una fuerza contante a lo largo de un camino recto.

10) Sea C un arco de curva suave y simple, demuestre que si H =k T con k constante posi-
tiva jcﬁ-a@ = H -longitud(C) donde H =| H||. "

11) Calcule la circulacién de f(x,y) =(v,—x) a lo largo de la frontera de la region definida

por X< <1 A 0<x<1, en sentido positivo. Observe que en este ejemplo la circula-

cion no resulta nula, ain con camino cerrado.

12) Calcule la circulacion de f(x,v,z) = (x—y, x, yz) a lo largo de la curva interseccién de
z= x—y2 con y:x2 desde (1,1,0) hasta (—1,1,—2).
13) Calcule el trabajo de  f(x,y,z) =3x7—xzj + yzl; a lo largo de la curva de ecuacion

X=(@-1 t2, 2¢) con ¢ €[1,3]. ;Cuales son los puntos inicial y final del recorrido?, ;pue-
de asegurar el mismo resultado si manteniendo dichos puntos se utiliza otra curva?.

14) Verifique si los siguientes campos admiten funcidn potencial; de existir, determinela.
a) f(x,y)=(—-2xy+1,x+1 —xz). ¢) f(x,v,z) =(zcos(xz), z, y + xcos(xz) ).
b) f(xy) =-y%y-x). d) f(xp.2) = Q@x+y+lx+z,y+22).

15) Siendo f =V ¢@ un campo de fuerzas y C un arco de curva recorrido desde A hasta B el trabajo

realizado por el campo es IC f-ds =@¢(B)—¢(A). Para calcular — -[C f-ds que es el trabajo

en contra del campo, se acostumbra denominar funcién potencial a U = —¢ ; demuestre que en es-

te caso resultan: /' =—VU y —IC]_’-CE =U(B)-U(A).

) T versor tangente principal, H de médulo constante y orientado segiin 7' en cada punto.
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16)Sea f:R*—{0} >R* / f(x,y)z( Y , — 2), demuestre que f tiene matriz

x>+ xt 4y

jacobiana continua y simétrica en su dominio. Por otra parte, verifique que su circulacion
a lo largo de una circunferencia con centro en el origen no resulta nula.

En este caso, ;jpuede asegurar que f admite funcion potencial en su dominio?.
2y—-6x 2x
2x 0

va abierta cualquiera con puntos extremos A perteneciente al eje y y B perteneciente a la curva

17) Sean f un campo de gradientes con matriz jacobiana Df (x,y) = ( J y Cuna cur-

de ecuaciéon y = x—x"!. Demuestre que -[C f -ds =0, sabiendo que la grafica de su funcién po-
tencial pasa por (1,1,3) con plano tangente de ecuacion z = y+2.

18)Sea feC'/f (x, y) = (xy*, yg(x)), determine g de manera que f admita funcién po-
tencial; suponga que f(2,1) = (2,6).

19) Siendo f(x,y,z) =(2xy+ z? , X2 , 2xz), verifique que admite funcidn potencial en R y

- _ 3

calcule Icf-ds' a lo largo de la curva C de ecuacién X = (27+¢" 7, 12 —t,3t) con
0 <t <1 orientada en el sentido que impone la parametrizacion que se indica.

20)Sea X = g(z) la “posicion” y X' = g’(r) la “velocidad” (¢ es el tiempo). Demuestre que
toda fuerza proporcional a la velocidad es disipativa (no conservativa).

21)Dada f(x,y) = (ax,y—ax) y la curva C de ecuacion X = (cos(t), bsen(z)) A ¢ €0,27],
determine a y b de manera que a+b =6 y la circulacién de f a lo largo de C sea mini-
ma.

Demuestre las siguientes propiedades; cuando corresponda suponga C suave.

a) C arco simple = jCT-cE:longitud(C). d) fcf'dfzo vC :Iclf’df=IC2f'd§

b) f=VpeC' = Df simétrica. donde 9 y C son curvas abiertas recorridas
desde 4 hasta B .
) f=VgeC' A J.Cf‘dg =0 = puntos |e) feC' = jﬁf'()?,F)ds=f(§)—f(Z) con

extremos de C con igual potencial. 7 orientadode 4 a B .
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9. Integrales multiples

01) Calcule el area de las siguientes regiones planas mediante integrales dobles; se recomien-
da no aplicar propiedades de simetria, plantee los limites para toda la region.

a) D={(x,y)eR>/ y>22x>+1 A x+y <4}.
b) D :definidapor x* < y < 2-x?.

¢) D : dominio del campo f(x,y):(1n(x+y—2),1/y—2x+2,(2x+2—y—x2)_1/4)_

d) D :limitada por las curvas de ecuacion y = x> e y=x.

e) D : conjunto de positividad de f(x,y) = (y —2[x)1/20 — x> — y* .
f) D : conjunto donde son positivas las componentes de f(x,y) = (4—x* —y*,2—x—y?).

02) Calcule las siguientes integrales en ambos ordenes de integracion y verifique que los resultados
coinciden.

a) HD dxdy, D definidopor: 0 < y < sen(x), 0 < x <r.
b) [[ xdedy, D=[-Lix[-11].
o) [[ Ixldxdy, D=[-11]x[-11].

xy six>0

d) [[ f(xy)dxdy, D definidopor: x*~1<y<1-x?, f(x,y)={_2x G x<0

e) j; dxj.; (x+y)dy +L4 dx.[é (x+y)dy.

f) -UD e dvdy , D definidopor: e*<y<e’® A 0<x<2.

03) Calcule la masa y el centro de masa de una placa circular con centro en el origen de coor-
denadas, si su densidad superficial (kg/m?) en cada punto es proporcional a la distancia
desde el punto al eje x.

04) Sea D una placa plana con densidad S(x,y) y centro de masa G . Demuestre que el mo-
mento de inercia de D respecto a una recta » paralela a los ejes coordenados es minimo
cuando r pasapor G .

05) Calcule las siguientes integrales, en algunos casos puede convenirle invertir el orden de
integracion.

1 Vi-x? 1l (2 Vy+ Vy+4
a) IO IO xdydx.  b) IO jy e’ dxdy. c) I d j dx +I j
06) Resuelva los siguientes ejercicios usando el cambio de coordenadas indicado.
a) J]D(6—x—y)_l dxdy , D:|x+y|<2 A y<x+2<4,usando (x,y)=(v,u—v).
32

b) Calcule el 4rea de la region plana definida por 1 <% b2 <4, abeR" aplicando la
a

transformacion (x,y) = (apcos(@), bpsen(p)).
c) -UD (x— y)4dx dy , D ={(x)eR*/ |x|+|y|<4}, aplicando una transformacion lineal
apropiada.

* . . s —~
®) En general, el momento de inercia respecto de una recta es minimo cuando la recta pasa por G .
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d) HD (x+ y—2)* dxdy aplicando el cambio de variables definido por :
(y) = @+v,u—v), con D ={(x,»)e R/ y >, x+2y <3}.

e) Siendo D la region sombreada del dibujo, calcule 21 y=5

y=2

” y(x2 + yz)_ldxaﬁ/ usando coordenadas polares. -
b 5 2l 5 x

2,52
07) a) Dada f(x,y)=¢e" +2y , calcule el area de la regidn plana limitada por las curvas de nivel

ety €% dela funcion.

2 2
b) Calcule HD & 2 dedy D ={(x))eRY x> +2)°<4 A x 22| |}

2 .2
08) Dada la ﬂD e 7 axdy con D=R*.
a) Calculela usando coordenadas polares.

: . . +oo
b) Trabajando en cartesianas, demuestre que su resultado es del tipo (I e du )2.
—00

2
¢) Dada f(z)=(27) "2 /2, demuestre que:

f::’ f(2)dz=1.

Definida en R, f es la funciéon de densidad de
probabilidad normal estandarizada que se utiliza en
multiples aplicaciones, incluso en teoria de errores.
La grafica de f se denomina “campana de Gauss”. o =

09) Calcule ﬂD

campana
de Gauss

x+4y
2

dxdy con D: x>y ,x+4y<4,y>0 usando coordenadas polares.

10) En los siguientes casos se indica una integral planteada en coordenadas polares, grafique
la region correspondiente en el plano xy, plantee la integral en coordenadas cartesianas y

resuélvala en alguno de los dos sistemas de coordenadas.
/2 2cos(@)
a) IO do J.O p dp.

/3 \E/cos(go) 2

b [ do] p* cos(p)dp.

2
11) Dada (;[ /2d(p I()z dp I(j P p’ dz planteada en coordenadas cilindricas, represente la re-

gién de integracion en el espacio xyz , plantee la integral en coordenadas cartesianas y re-
suélvala en alguno de los dos sistemas de coordenadas.

12) Calcule mediante integrales triples el volumen del cuerpo H, usando el sistema de coorde-
nadas que crea mas conveniente.
a) H definido por 2y > x> +z, x+y<4,1°octante.
b) H={(xy.2)eR’ / x+y+2z<6 A z2x+y A x20A y>0}.

2

¢) H definido por x~ + z?< 2ax, interior a la esfera de radio 2a con centro en el origen

de coordenadas.



28 U.T.N. — F.R.B.A. — Andlisis Matematico Il — Guia de Trabajos Prdcticos

d) H definido por z > \/xz +y2 , x? +y2 +2% < 2a* con a>0.

2
A x|}

e) H={(xy,2)eR’/ z2x% A x>z
f) H definido por x2+22£9, y=22x, y<2x+4.
g) H definido por yzxz, x2+y2 <2,z20,z<x.

h) H definido por x2+2y2+z <32,z2 X2

13) Determine el centro de masa del cuerpo limitado por y=x, y=2x, x+y+z=6, z=0, si
su densidad en cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano yz.

14) Dado el cuerpo definido por /y* +z> < x < 4, calcule su momento de inercia respecto

del eje x sabiendo que su densidad es 5(x, Y, z) =k|y| con k constante.

15) Determine el volumen de un cuerpo conico (cono circular
recto) de altura / y dngulo de apertura @ ; ubiquelo en la po-
sicidon mas conveniente para facilitar los célculos.

16) Sea el cuerpo H convexo y simétrico respecto del plano xz, calcule IJIH y" dxdydz cuan-

do » es un nimero natural impar.

17) Calcule la masa de los siguiente cuerpos:

a) Cuerpo limitado por z = 4-x? - y2 , z=8— 2% — 2y2 si la densidad en cada punto
es proporcional a la distancia desde el punto al eje z.

b) Cuerpo definido por z > y]|, X%+ y2 +2z% <1 si la densidad en cada punto es pro-
porcional a la distancia desde el punto al plano xy.

c¢) Cuerpo definido por X%+ y2 <9, 0<z<2 con densidad en cada punto proporcio-
nal a la distancia desde el punto al plano xz.

18) En la figura se representa la forma de un recipiente cuya ecuacion es

=8>+ 8y2 - (x2 + y2 )2 con (x,y)e[-2,2]x[-2,2]; el recipiente
se apoya en el plano xy en las puntas y en el origen.
Calcule el volumen de liquido que contiene el recipiente cuando se lo
llena exactamente hasta el borde superior; considere que la expresion
dada permite calcular z en centimetros cuando x e y estan expresa-
dos en cm.

Cuestionario

a) [Pueden usarse coordenadas polares en |c)Realice una interpretacion geométrica de
regiones que contengan al origen? (recuer- la formula de cambio de variables en in-
de que el jacobiano se anula en el origen). tegrales dobles.

b) (Por qué el area de un circulo no cambia si |d)Describa las superficies coordenadas de
se incluye o no la circunferencia frontera?. cilindricas y esféricas en el espacio xyz.
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Integrando con el Mathematica

29

Se dispone de dos funciones basicas, Integrate y NIntegrate.

Integrate[f, x] devuelve una primitiva de f integrada respecto de x.
Integrate[f, {x,a,b}] calcula la integral definida de f respecto de x entre a y b.
Integrate[f, {x,a,b}, {y,y1(x),y2(x)}] }] calcula la integral doble, integrando primero respecto de
y entre yi(X) e y»(x) y luego respecto de x entre a y b.
Nlntegrate[f, {x,a,b}] calcula una aproximacién numérica de la integral definida de f respecto
de xentre ay b. Nota: f, ayb deben estar completamente definidos.

El Mathematica admite limites infinitos, Infinity lo interpreta como .
Ejemplos
Integrate[x Cos[x], x] — Cos[x] + x Sin[x]

Integrate[x Cos[x], {x,0,Pi/2}] — -1+ %

Nlntegrate[x Cos[x], {x,0,Pi/2}] — 0.570796

I Cos[®)'] Pisin[*1]
Integrate[x Cos|a x], {x,0,Pi/2}] > ——+ +

a2 a2 2a

Nlntegrate[x Cos|a x], {x,0,Pi/2}] — no resuelve (“a” no esta previamente definida).

Integrate[ Exp[— x"2], {x, —Infinity, Infinity}] — Sqrt[Pi] (se puede concluir del item 08 a y b).
Nintegrate[ Exp[- x*2], {x, —Infinity, Infinity}] — 1.77245

2 2
Para resolver I ] dx '[x x(xz — ) dy ordenamos: Integrate[x*2-y, {x,1,2}, {y, X, 2 x}] — ‘1‘

o bien, Integrate[Integrate[x"2—y, {y, X, 2 x}],{x,1,2}] —> i .

1 2
Resolviendo I de _[ ())C dy'[xﬂ}x ydz : Integrate[xy, {x, 0, 1}, {y, 0, x}, {z, xty,2}] — 112

. V3o 2-y? .
Resolviendo J-_ A dy I_ de correspondiente al item “01f ”:

Integrate[1, {y, —Sqrt[3], Sqrt[3]}, {x, —Sqrt[4—y2], 2—y2}] - %(9 Sqrt[3]+4 Pi)
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10. Integrales de superficie, flujo

Nomenclatura y consideraciones basicas:
o Una superficie S de ecuacion X = F(u,v) con (u,v) € D es suave segin esta representa-
cion, si F e C1(D) y el producto vectorial F! AF. # 0 V(u,v)€D.

IRl 'l
AN
I Fy A
sobre S; a su vez, si la superficie es orientable queda orientada mediante este versor.

En este caso queda definido el versor normal 7 = que varia con continuidad

La superficie es suave a trozos cuando D puede ser dividido en cantidad finita de partes en
cada una de las cuales (o en abierto que las contenga) F e C ! y EJAF, #0.

. J'J- fdo simboliza la integral de superficie del campo escalar f sobre S, donde
N do = || F) A E)| dudv es el diferencial de drea de superficie.

. I J' f-do = J’ J' f-iido simboliza el flujo o integral de superficie del campo vecto-
§ § rial f atravésde S, donde d&=ndo.

Observacién: Si S es suave y simple segtin dos representaciones F y F5, la J] g fdo tiene

el mismo resultado usando cualquiera de ellas; mientras que se observard un
cambio de signo en el resultado de -US f-ndo cuando F| yF, orienten a S

en sentidos opuestos.

01) Una superficie cilindrica es aquella generada por rectas paralelas que pasan por puntos de

una curva C < R, la curva es la directriz y la rectas las generatrices de la superficie. De-
termine ecuaciones paramétricas y cartesianas para las siguientes superficies cilindricas:

a) directriz y = x% con z=0 , generatrices paralelas al eje z.

2

b) directriz y = x~ con z =0, generatrices dirigidas por el vector (1,1,1).

¢) directriz x> + y?> = 4 con z=0, generatrices paralelas al eje z.

d) directriz X = (u, 2u,u2) con u € R, generatrices dirigidas por (2,1,0).

02) Una superficie conica es aquella generada por rectas determinadas por los puntos de una curva

C R’y un punto fijo ¥ ¢ C, la curva es la directriz y el punto V el vértice de la super-
ficie. Determine ecuaciones paramétricas y cartesianas para las siguientes superficies

conicas:
a) b) 9) d)
directriz: y:x2,220 y:xz,zzo x2+y2:4’zzo )?=(u,2u,u2)/\u€9%
vértice: (0,0,1) (1,4,0) (0,0,2) (0,0,1)

03) Parametrice las siguientes superficies:
a) x2+y2+22=4. c) x2+4y2+922=36.

b) x2+4y2=4. d) z=x2+y2.
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04) Sea S una superficie uniforme respecto del plano xy, definida implicitamente mediante la
ecuacion G(x,y,z) =0. Imponga hipotesis para G de manera que S sea suave; en ese ca-

50, si la ecuacién en forma explicita fuera z=g(x,y)con (x,y) € D, (x,y), demuestre

que:
Para campo escalar: -US fdo = IID { f M} dxdy .
ol 10z z=g(x,y)
Para campo vectorial: -US f-d& = -UD [f YG} dxdy .
wl 1G] z=g(x,y)

Donde, en ambos casos, D

vy S€ obtiene proyectando S sobre el plano xy.

05) Calcule el area de las siguientes superficies:

a) Trozo de superficie cilindrica z =2x% con y<x, z<6, 1° octante.

b) Trozo de superficie conica z=+/2x” +2y” interior a la esfera de radio 12 con centro

en el origen de coordenadas.

¢) Trozo de superficie cilindrica x>+z2=4con —x< y<x,z2>0.

d) Superficie esférica de radio R.

2 +y2 +2z2<4 enel 1° octante.

f) Superficie frontera del cuerpo definido por X%+ y2 <1, 0<z<x*+)%.

e) Trozo de superficie cilindrica x>+ y2 =2x con x

g) Superficie de ecuacion z=x° —ycon |y|<x, x<lI.

h) Trozo de plano tangente a z = x+In(xy) en (1,1,z9) con X%+ y2 <9.

06) Calcule el momento de inercia respecto del eje z de una chapa con forma de paraboloide

z=x>+ y2, con x>0 A 1<z<4, siladensidad superficial en cada punto de la chapa es

o(x,y,z) = % con k constante.
X +y

07) Sea F =k# con k >0 constante, demuestre que ”S F-ndo=F area(S) con F=||F|."
08) Demuestre que el flujo de F constante a través de S plana con normal 7 es F -7 area(S).

09) Sea f eC U un campo de gradientes y S un trozo de una de sus superficies equipotenciales (que
se supone suave). Demuestre que cuando S esta orientada en el sentido de los potenciales crecien-
tes, el flujo de f através de S es positivo.

10) Calcule el flujo de f a través de S, indicando graficamente la orientacion del versor normal que
(&)

ha elegido, o bien que se le solicite en cada caso.
a) f_ (x,y,z) = (x2 +yz,xz, 277 - 2xz) a través de la superficie frontera del cuerpo definido
por 1<z < 5—x2—y2.

b) 7 (x,y,2) = (x, y, z) a través de la superficie esférica de ecuacion X%+ y2 +z2 =4,

® Flujo de campo con modulo constante, con igual orientacion que la superficie en cada punto.
@ Cuando la superficie es cerrada (frontera de un cuerpo H), se la orienta (por convencion) con versor normal
saliente de H. Entonces, el flujo positivo es “saliente” de H y el negativo es “entrante” a H.
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¢) f(x,v,2)=(xy, zx, y—xzz) a través del trozo de superficie cilindrica de ecuacidon
y=x3 con 0<z<x+y, x+y<10.

d) f(x,v,2)=(y,x, y)A(x, z, y) através del trozo de plano tangente a la superficie de
ecuacién z = x> — yx3 en el punto (1,2,—1) con (x,y) €[0,2]x[L3].

e) f(x,y,z)=(xy,z,y) a través de la superficie frontera del cuerpo limitado por

x2+y2 <4, x+y+z<18, en el 1° octante. Nota: en este caso, como en muchos

otros, el calculo de flujo puede realizarse en forma mas sencilla aplicando el teorema de
la divergencia (ver T.P. siguiente).

11) Sea f continuo tal que f(x,y,z)=(x—y,x—z,g(x,¥,2)), calcule el flujo de f a través

de la superficie de ecuacion x:y2 con 0<z<4 ,0<y<2— X2

12) Calcule el flujo del gradiente de f(x,y,z) =x+y+z g(x—y) atravésde x+y=4 en

el 1° octante, con 0<z<8. Suponga g € c'.

13) Sea S un trozo de superficie de ecuacion z = y2 —x? cuya proyeccidn sobre el plano xy

es la region D. Sea g(x,y,z)=z+h(xy) con heC', demuestre que el flujo de Vg a
través de S es proporcional al area de D.

14) Calcule el flujo de X =(x, y,z) a través de la frontera del cubo [—1,1]x[—1,1]x[—1,1] orientada
con normal saliente del cubo.

15) Dado f(x,v,z)=(x,2y,z), calcule el flujo de f a través del tridngulo con vértices en
los puntos (2,0,0), (0,2,0) y (0,0,1). Indique en un grafico como ha decidido orientar la
superficie.

16) Dado f(x,y,z) = (xzz, 2, x? z), calcule el flujo de 7 a través del trozo de plano X de
ecuacion z =2 con x>+ y2 +22<5. Indique graficamente como decidid orientar a X .

17) Sea 0D la superficie frontera del cuerpo D definido por: 1 <z <5 ¥ - y2. Sabiendo que
ﬁaD f-iido =0 yque f(x,y,z) = (sen(ycos(z)) —2x, sen(xcos(z))— v, 3z ), calcule el

flujo de f a través del trozo de frontera de ecuacion z = 5—x 2 _ h% 2 orientado hacia z ™.
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11. Teoremas integrales (Green, Gauss, Stokes)
Nomenclatura y consideraciones basicas:

e Vf=grad( ) simboliza al gradiente del campo escalar f.

« Dado el campo vectorial f:Dc R >R/ f (x, y,z) = (P(x, v,z), O(x,v,2) , R(x, y,z))
V- f =div(f) simboliza a la divergencia de f, div(f)=P,+ O, +R..

ik
V/\fzrot(]_")Z% % % = (R, - 0., P, —R,,0; —P)) esel rotor de 7.
P O R

solenoidal, si su divergencia es nula en todo punto.
« Un campo es: irrotacional, si su rotor es nulo en todo punto.

arménico, si su laplaciano V* f =div(grad( f)) es nulo en todo punto.

Nota: sea f:DcR" > R", f=a (constante) indica que f(X)=a VX eD.

01) Sea f eC'/ f(x,y) =(P(x,y), O(x,)) con O, — Py, =k #0 (k constante). Aplicando el

teorema de Green demuestre que Area(D) = % féDJr f-ds con 6D fronterade D < R*.

Proponga alguna férmula para el célculo del area de regiones planas mediante integrales

de linea y apliquela para calcular el area de las regiones definidas por:
2 2

a) ?+z—2 <1 a,beR’. b) 1£x2+y2S4. c) x2+y2 <4, x2+y2 >2x,x20 .
Y c
02) Calcule el area de la region plana D de la figura, sa-
biendo que su curva frontera C admite la ecuacion D

vectorial:

X=(u-v,u—u*) con0<u<l

B

03) Calcule la circulaciéon de f(x,y) = (x2 + y2,3xy + In( y2 +1)) alo largo de la frontera de
la region definida por 42 + (y— 1)2 <1 recorrida en sentido positivo.

04) Verifique el teorema de Green con f(x, )= (x2 Vv, y2) , en la region plana D = Dy — D, don-
de Dy =[-2,2x[-2,2]y D, =[-LI}x[-L1].

05) La region plana D sombreada en la figura tiene como fron-

tera el segmento AB vy el arco de curva C de ecuacion Vi

y=x>—x* Dado f=(P,0)eC" con matriz jacobiana C

_ Pi(x,y) 3x-1
Df(x,y) =

/(%) ( 3x+2 Q;, (x,y)
f desde A hasta B alo largo de C sabiendo que a lo lar-
go del segmento resulta Iﬂ; ]_‘ -ds =17.

], calcule la circulacién de

=¥

|
ol
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06) Calcule la circulacién en sentido positivo de f e C' a lo largo de la frontera de la region
plana definida por x+y <2, 2x+y > 2, 1° cuadrante, siendo:

a) f(xy)=Q2y-g(x),5x=h(y)). b) f(xy)=Q2y+gx—y),2x-gx-y)).
07) Calcule §§D+f-d§, con: D =[-2,2]1x[-3,3], f(x,y)=(1—y,h(x)), hpar, K continua.

08) Sea f =(P,Q)eC' en R*—{0} tal que O, — P, =5, dadas las curvas Ci: x? +9y2 =36
y Cy: x2+y2 =4, calcule if . f-ds sabiendo que if L fds=Trx.
c; G

09) Dado f:R*—{4} >R?*/ f= (P, Q); suponga matriz jaco- Ci

biana continua con Q) — P, =6.

Calcule fC . f-ds sabiendo que §C L f-ds=12, Ci es una
1 2

circunferencia de radio 8, C, es un cuadrado de lado 5. >

10) Sea f :9R* — R? con matriz jacobiana continua y simétrica, demuestre que para toda C

en R resulta §C f-ds = 0; indique hipétesis para C.

11) Dado f(x,y) = (9x2 +2y+ y2, 2x +2xy), demuestre que f admite funcion potencial ¢ en

R2. Suponiendo ¢(0,0) = 2, analice la existencia de extremos locales de ¢(x, y) clasificando-

I

X

los y calculéndolos.

12) Sea f con Df continua y simétrica en todo el ¥,

plano salvo en los puntos A yl_? .

Calcule :f f-ds sabiendo que
G
ifclf-d§:127z y §C2f-d§=16;z.
Se entiende que cada circulacion se realiza con

la orientacion indicada en la figura, C; es la
frontera del triangulo.

G

13) Sea f:R*—{A}— R*con Df continua y simétrica en D. Demuestre que f es campo de

gradientes en D si, y solo si, ifc f-ds=0 con C cualquier curva simple y suave a trozos que
rodea al punto A .

14) Analice si f :R*—{0} >R/ f(x,y) = (x,y)+(y,— x)/[(4x* + »*) admite funcién po-
tencial en su dominio.

15) Sea f: R’ — {4} — R’ con Df continua y rotor nulo en su dominio, aplique el teorema

del rotor para demostrar que 7 admite funcién potencial en dicha region del espacio.®

@ Observe que R - {4} esun conjunto simplemente conexo de %’ , pero R — {4} noloesen R,
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16) Demuestre que E(7) = kq 7/ > con 7 = (x,y), r=|| 7|| , kg constantes” admite funcion
potencial en R* — {0} . Halle U(x, ) tal que E =—-VU con U (oo,oo) =0.
Nota: Se utiliza U(o0,0) para simbolizar el lim U(x,y).
(o, y)—>(o0,0)
Esta es una nomenclatura que suele figurar en algunos libros de fisica y de electro-

magnetismo. Es mas, es comun hablar del “potencial en el infinito” sin dejar de en-
tender que se trata de un limite.

17) Resuelva el item anterior en R* —{0} : dado E(F)=kgq 7/7> con 7 =(x,y,2z), r=|| 7|
analice la existencia de funcion potencial; halle U(x,y,z) tal que E =-VU con
U (o0,0,0)=0.

[Pl

18) Analice si f admite funcién potencial en su dominio natural; en “c” y “d” suponga

peC':
- _ b% 1—x - _ h% - X
a) f(an/) - (( _1)2+y2 9(x_1)2+y2) C) f(xayaz)_(x2+y2 3x2+y2 a(P(Z))
6 _
b) JCop)=( 9 Sy d) f(x,y,z)=(x2jfy2,xzfyz,(p(z))

19) En R*, demuestre que:
a) rot(f)=0 < D(f)simétrica.
b) [ eC? = div(rot(f)) =0
©) f=VéeC' = rot(f)=0.
d) Con a,b constantes: div(af +bg)=adiv(f)+bdiv(g) ,
rot(a f +bg)=arot(f)+brot(g).
e) Con f escalar: div(fg)=fdiv(g)+Vf-g , rot(fg)=frol(g)+Vfrg.
f) div(f ng)=ro(f) g~ froK(g).
20) Calcule la circulacion de f(x,y,z)=(x—y,x+y,z—x—y) alo largo de la curva inter-

seccion del plano x+2y+3z =6 con los planos coordenados aplicando el teorema del
rotor. Indique graficamente la orientacidén que ha elegido para recorrer la curva.

21) Calcule la circulacién de f(x,v,z)=(xy, y—x, yzz) a lo largo de la curva interseccion

de x?+ y2 +z2=8 con x= \»* +z* aplicando el teorema del rotor. Indique grafica-

mente la orientacidon que ha elegido para recorrer la curva.

22) Siendo feC ! , rot(f(x,,2)) = (3,1,2), calcule la circulacién de f a lo largo del arco de
curva de ecuacién X =(0,2cos(u),2sen(u)) con u €[0,7], sabiendo que la circulacion
de f por el segmento desde (0,—2,0) hasta (0,2,0) es igual a 16/3.

23) Verifique el teorema de la divergencia con el campo f(x,v,z) =(xy, vz, xz) y la su-
perficie frontera del paralepipedo [0,1]x[0,2]x[0,3].

®) Distribucion plana de campo electrostatico creado por una carga eléctrica ¢ puntual ubicada en (0,0).
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24) Calcule el flujo de f(x,y,z)=(x—y—z,y—x—z,g(x,y)) a través de la superficie
frontera del cuerpo definido por 2x+3y+4z <12 en el 1° octante. Indique la orienta-
cion del versor normal que considera y las hipdtesis que supone para el campo escalar g.

25) Calcule el flujo de f(x,y,z) = (x*z*,1+xyz*,1—xz>) a través del trozo S de paraboloide

de ecuacion y = x* +z% con y<4 aplicando convenientemente el teorema de la diver-
gencia. Indique graficamente la orientacidon que ha elegido para el versor normal a S.

26) Suponga @:R—>R, peC', f(x,v,2)= (xp(xz), y2 +x@(xz),y—z@(xz)); calcule el
flujo de f a través de una superficie esférica S de radio R con centro en el origen apli-

cando el teorema de la divergencia, indique graficamente la orientacidn del versor normal
as.

27) Calcule el flujo de f € C' a través de la superficie de ecuacion z=4/1—x* — y* sabiendo
que 7(x,v,0)=(x,y,x%),siendo div(f(x,y,z)) =2 (1+2z).

28) Sea f : M’ —{A4} — R’ con derivadas continuas y divergencia nula en su dominio. Apli-
que el teorema de la divergencia para demostrar que el flujo de f a través de una superfi-
cie S cerrada sélo depende de si S encierra o no al punto 4 . Se supone 4 ¢ S, 7 saliente.

29) Sea E(x,y,z)=kq 17/r3 con 7 =(x,y,z),r =| 7||. Calcule el flujo de E a través de una

superficie esférica de radio R con centro en el origen. Aplique lo indicado en el item 28 y
concluya sobre el valor de dicho flujo a través de otras superficies que encierren al origen.

30) Si f =rot(g), se dice que g es el potencial vectorial de f . Demuestre que es nulo el

flujo a través de cualquier superficie cerrada S de todo campo C' que admita potencial
vectorial (se supone S suave a trozos).

31) Sean ¢ € C* arménico, OH suave a trozos la superficie frontera del cuerpo H y el campo

vectorial f =@V . Demuestre que ﬁéH f-ndo > 0,siendo 7 saliente de H.

32) Calcule el flujo de f(x,y,z) = (g(y,2), h(x,z), 3x%) a través de la superficie = abierta
de ecuacion z=5—x*—y* con z>1; suponga f e C', indique la orientacion que eligié
parael n de X.

33) Sea f(x,7,2) = (x+g(x,v), v+ g(x,y), g(x,y)—2z) calcule el flujo de f a través de la
frontera del cuerpo definido por X2+ y2 <4 con -1<z<1, si Vg(x,y)=(x+y,x—y).

34)Sea feC'/ f(x,y,2)=(z+xgQ2xy), ygxy),zxy—2zg(2xy)), halle la expresion
de f sabiendo que el campo es solenoidal y que f(1,L1)=(3,2,-3).

35) Calcule el flujo de f =V(g+h) através de x> + y* +2z* =9, siendo g armonico y 4 una
solucién de la ecuacion diferencial VA = x* + y—z. Suponga f eC' .

36) Dados  f(x,y,2) = (6a3x, 6aby, bzz) con a, b constantes y la superficieX frontera del

cuerpo D definido por X2+ y2 <4 con 1<z<4.Halle a y b tales queel flyjode f a

través de £ sea un extremo local; clasifique dicho extremo suponiendo X orientada hacia el
exterior de D .
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12. Ecuaciones diferenciales — 2° parte

Nomenclatura y consideraciones basicas:

S.G. simboliza selucion general, S.P. solucion particular, S.S. solucion singular.

Dada la ecuacion diferencial ordinaria F'( y(” ),---, y',¥,x) = 0 de orden n, sus soluciones, de exis-

tir, no siempre admiten que se las exprese en forma explicita. Las soluciones son relaciones entre
las variables que satisfacen a la ecuacion diferencial; en especial, la S.G. debe contener # constantes
arbitrarias esenciales.

01) Resuelva las siguiente ecuaciones diferenciales homogéneas de 1° orden.

02) Halle la familia de curvas ortogonales a x

2

2
a) y = X+y—2 con y(I)=1. c) & _yrxcosily/x) con J’(l)zz-

X X dix 4
b) (*+y*)dv—2xydy =0. d) y=y/i(x-y).

2+y2:2ax.

03) Resuelva y' =(x—y—1)/(x+ y+3) aplicando la transformacion (x,y)=@u—1,v—2).

04) Resuelva las siguiente ecuaciones diferenciales totales exactas o convertibles a este tipo.

05) Resuelva la ecuacion x? V=y+xe

a) 2xydx +(x2+cos y) dy =0. d) (*-y)de+xdy=0."
2
-1
b) y’=fy 5— con y(-1)=1. e) (x+y)dx—2yxdy=0.
Py

¢) (6xy—y>)dx+(4y+3x*=3xy*)dy=0. f) y*cosxdx+(4+5ysenx)dy=0.

1/X mediante el reemplazo y — x? q(x).

06) Halle la S.G. de las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) V'+8)'+25y=0.

b) y"=5)"+8) —4y=2.
c) y'-3y +2y =xe* +2x.
d) y"+y =sec(x).
e) V' -2y +y=x"
f) y'+)y = 2sen(x).

1 x
e .

07) Halle g de manera que f(x,y) = (yg'(x), X% - 2'(x)) admita funcion potencial.

08) Halle la solucion particular (S.P.).

a) S.P.de y'—y -2y = 4x> tal que p(0)=1, y'(0)=4.

b) SP.de y'—y' -2y = ¢>* con recta tangente de ecuacion y =2x-+1 en (0,)).
¢) S.P.de y"+2y +2y =sen(2x)+cos(2x) tal que y(0)=0, y'(0)=1.

d) SP.de y"-3y"+2y'= x* —x tal que ¥(0)=0, y'(0)=2, y"(0)=2.

e) S.P.de »"—y =2x—1 con recta normal de ecuacion x+3y =6 en (0,)).

09) Dada "+ y = f(x) , halle su S.G. sabiendo que y =2x” esuna S.P.

® También es de variables separables, verifique que el método de resolucion no cambia el tipo de solucion obtenida.
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10) El cuerpo de masa M puede desplazarse horizontalmente 0 .
con rozamiento despreciable y estd acoplado a la pared ver- ] _Id[_ X
tical mediante un resorte de constante 4 y un amortiguador M
de constante d . En tiempo ¢ =0 estd en reposo en la po- ﬁ—x/\/{(/\/\/— —
sicion x =0 y se le aplica una fuerza F constante que lo AT, i
lleva hacia x " partiendo con velocidad x’(0)=0. F
Siendo: fuerza total = masa - aceleracion

F— kx —dx = M - X' resulta |Mx"+dx'+kx=F‘
—— ——

resorte amortig.
a) Con FF=4.35, M =3, k=87 halle y grafique x(¢) para: a;) d=12, a;) d=38.
b) Indique las unidades de medida de x', x”, M, k, d cuando el tiempo se mide en segun-

dos ([{]=s), [F]=Newton(N)=kgm/s* y [x]=m.

11) En el circuito se observa una llave LL, una fuente de tension E constante, un resistor de resisten-
cia R, un inductor con inductancia L y un capacitor con capacitancia C ; se suponen componen-
tes ideales. Se denotan vp,v; y v las tensiones entre terminales del resistor, inductor y capaci-

tor respectivamente.
Con LL cerrada se cumple que: £ =vp+vy +v (1) _\QL R
Ri=RCV |
vp=Ri= v + e —
Siendo®™ i = CV', resultan: R , . + § N
vi =Li'=LCv | — v 8L
Reemplazando en (1) se obtiene: - +
[LCV'*RCV+v =E]| TC

En tiempo ¢ =0, con capacitor descargado (v(0) =0) se cierra LL y comienza a circular co-

rriente (i(0) =0 = V'(0) =0). Halley grafique v(¢) e i(#) cuando el tiempo se mide en segundos

(s), E=005Volt, R/L =4s™" (LC)" =295

Nota: Observe que v(¢) permite simular x(¢) del item anterior para el caso caso “a;)” (equiva-
lente eléctrico del sistema mecénico).

12) Sea v+ kv +9v =0 con v(0)=0, v'(0)=1; ;para qué valores de k la solucion v(¢) pre-
senta oscilaciones amortiguadas?.

13) Halle y grafique la familia de lineas de campo en los siguientes casos, al graficar recuerde orien-
tar la lineas seglin el campo en cada punto.

a) f(x,y)=2y—x,x). e) E segin TP 11 —item 16.
b) f(x,»)=(,x). f) E segin TP 11 — ftem 17.
o fuy)=(x/2,). 9 f(xy.2)=(,2,%).

d)  f(x,y) = (kxyz,x2 v), kconstante. h)  f(x,y,z)=(2,1,3), campo constante.

14) Demuestre que si f : D < R* — R?es un campo de gradientes, sus lineas de campo
(que en cada punto tienen la direccion de /) son ortogonales a sus lineas equipoten-

ciales. ;COomo se enunciaria esta propiedad trabajando en R* 9.

® i es la intensidad de corriente eléctrica en el circuito. Unidades de medida: [fensién] = Volt, [i] = Ampere,
[R]= Ohm, [L] = Henry, [C] = Faradio.
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15) Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de 1° orden.

' r . —t
2) X+y'=e " +y
2x'+y = sen(t)—2y

"no_rn

b) m(x",y",z

con x(0)=-2, y(0)=1.

) = (0,0,— mg) tiro libre de masa puntual m desde (0,0,0) en el instante

t =0 con velocidad inicial v(0)=(v,,0,v,); g constante (ac. de la gravedad).

4x'— y"+3x =sen(?)
c
X'+ y=cos(t)
d) ,,2)=(y+z,3x+z,3x+y).

12 0Y( ) (-1 -1 -1
e |1 1 0l[y|=]-1 0 -1
0 -2 1)\ 0 1 0

4
equivalente a [1

N
2
V3

oGH S0HE)

con yj(0)=y,(0)=1, y3(0)=-2 .

f) (x’,y'):(3x—y/2—3t2—l/2+3/2,2y—2t—1) con x(0)=2,y(0)=3.

Cuestionario

a) Enuncie el teorema de existencia y uni-
cidad de la solucion de una ecuacion di-
ferencial ordinaria.

b) Defina los tipos de soluciones de una
ecuacion diferencial ordinaria.

¢) Si Yp, € Vp,son soluciones de la ec.

d) Si Yp, € Yp, son respectivamente S.P.

de ay"+by' +cy=£(x)
e ay'+by +cy=fr(x)
demuestre que y =y, +y, esS.P. de

ay"+by'+cy=f1(x)+ f2(x).

39

diferencial - ay”+by'+cy=f(x), fie_ e) Halle una transformacion que convierta
muestre que y =y, es solucion

~Vp, la ecuacion ' =yx~'+1 a una ecua-

de la homogénea. cién del tipo variables separables.

Resolucion de ecuaciones diferenciales con el Mathematica

Se dispone de dos funciones, DSolve y NDSolve; trabajando con ec. diferenciales ordinarias:
DSolve|eqn, y, x] resuelve la ec.dif. eqn para la funcion y, con variable independiente x.
DSolve|eqn, y[x], x] resuelve para hallar la expresion formal de la S.G.

DSolve[{eqn,cond}, y[x], x] resuelve para hallar la expresion de la S.P. que cumple con cond.
DSolve[{eqnl,eqn2, ...}, {y1[x],y2[x], ...}, X] resuclve un sistema de ec. diferenciales.
NDSolve[eqn, y, {x,xmin,xmax}] encuentra una soluciéon numérica de la ec.dif. eqn para la
funcion y, con variable independiente x en el rango xmin a xmax.

NDSolve[{eqnl,eqn2, ...}, {yl,y2, ...}, {x,xmin,xmax}] es para sistema de ec. diferenciales.
Ejemplo 1: resolvemos el ejercicio del item 11a.

DSolve[{y”’[x] - y’[x] -2 y[x] = 4x*2, y[0] = 1,y’[0] = 4},y[x],x]
(y[x]>e™X (2 -3eX +2e3X +2e¥ x—2e*x%) 1}

yix] /. % Devuelve la expresion de y[x] segtn (/.) el ultimo resultado (%).
(X (2-3eX +2e>* +2e¥ x—2e*x?)} Aparece como lista o vector (de 1 componente).
%lI[1]] Devuelve la 1° (unica) componente del resultado anterior.

e X (2-3eX +2e3* +2e¥ x—2e*x?)
f[x_] = Expand[%]

342e X 42e2X 42x-2%2

Define f[x] expandiendo (prop. distributiva) el resultado anterior.

re

® Donde dice y'’ es con doble prima, no es y” con comillas.
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Ejemplo 2: resolvemos el item 12b del TP-1, trayectorias ortogonales a la familia y = Ce™.
faml= y[x] = c Exp[x];
Eliminate[{ fam1, D[faml, x] }, c]|

y[x] == y'[X]

% . yIx] —> - 1y’[x] ©
1

y[x] == (y,[x])

DSolve[y’[x] = —1/y[x], y[x], x|
{ {y[x] => =Sqrt[-2x + C[1]] } , {y[x] —> Sqrt[-2x+ C[1]] } }

Vemos que la respuesta es del tipo y = J_r\/— ; es decir, y2 =2 (k - x).

Graficamos algunas curvas de ambas familias
a = Table[Plot[ ¢ Exp[x], {x, -1, 4}, PlotRange —> { All, {-2,2}}],
{C, _2’ 2’ 0°2}] 5
b = Table[Plot| ¢ Exp[x], {x, -1, 4}, PlotRange —> { All, {-2,2}}],
{¢,—0.2,0.2, 0.08}] ;
<< Graphics'ImplicitPlot’
¢ = Table[ImplicitPlot| y*2 =2 (k—Xx), {x, -1, 4}], {k,—4,4,0.5}] ;
Show|a,b,c, AspectRatio —> Automatic];
Grdfico que genera el Show:
z

Ejemplo 3: una resolucion numérica con graficacion.
rr = NDSolve[{ y’[x] == 2x, y[0] ==2}, y,{x,-1,1}]
{{y —> InterpolatingFunction[{-1., 1. }, <> ] }}
Plot[Evaluate[ y[x] /. rr |, {x, -1,1} ] ;

o3 1

y[0.5] /. rr En esta linea pedimos el valor numérico de la S.P. para x = 0.5.
{2.25}

®) En esta linea se ordena: en el tltimo resultado (%) reemplazar (/.) y’[x] por —1/y’[x] .
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Requerimientos tedricos para examenes de promocion y finales

Espacio Euclideo: producto cartesiano, definicién general de funcion, distancia, espacio métrico, R,
base canonica, representacion de puntos como n-upla ordenada y como combinacion lineal de los
versores fundamentales.

Se supone conocido: operaciones con vectores, propiedades, ortogonalidad, independencia, base de
un espacio vectorial.

Conceptos de topologia en IR": esfera abierta, entorno. Puntos: acumulacion, interior, exterior, fron-
tera, aislado. Conjuntos: abierto, cerrado, acotado. Definicion de recta y segmento en IR’ (vectorial, e
interpretacion cartesiana para IR y IR'), poligonal. Conjunto convexo.

Funciones: definiciones de funcién (f: Dc R' — R"), dominio, recorrido, campos escalares y vecto-
riales, graficas y conjuntos de nivel. Representaciones geométricas. Representaciones X y f(X) en
el mismo grafico (ejemplo: velocidad en cada punto de un fluido en movimiento).

Limite y continuidad: Definiciones de limite y continuidad para f: Dc R’ — R”, limites iterados,
lim vector << 1im componentes (enunciado) y extension (enunciado) a continuidad, otras propiedades
de limite y continuidad (enunciar).

Definicion de curva en el espacio IR, ecuaciones vectorial y paramétricas, caso de IR (ecuacion carte-
siana), arco de curva (abierto, cerrado, simple), limites acercandose por curvas, propiedades (enun-
ciar).

Definicion de superficie, ecuaciéon vectorial, lineas coordenadas, casos especiales de
X=(x,p,f(x,y)), X=(x,f(x,2),z2) vy X=(f(y,2),y,2), ecuacidn cartesiana.

Derivadas: Definicion de derivada de funcidon vectorial de una variable, vector derivable <> compo-
nentes derivables (demostracién). Punto regular de una curva, ecuaciones de recta tangente a una cur-
va (demostracion), caso de R’: plano normal (definicion y obtencién de la ecuacion cartesiana).
Definicion de derivadas de funciones de varias variables: respecto de un vector, direccional y parcial.
Campo vectorial derivable <<>componentes derivables (demostracion). Propiedad de homogeneidad
(demostracion). Interpretaciones geométricas de derivada parcial y de derivada direccional de campo
escalar. Teorema del valor medio en forma vectorial (enunciado). Férmula de acotacion de errores, su
interpretacion.

Definicion de “funcidén derivada parcial” y de derivadas parciales sucesivas. Teorema de Schwarz
(enunciado).

Diferenciabilidad: definicién de diferenciabilidad para funciones de /: Dc R’ — R”, reconocimien-
to dimension y estructura de las matrices, conclusion funcion diferenciable < componentes diferen-
ciables para el caso de funciones vectoriales.

Derivabilidad y continuidad de funciones diferenciables (demostracion), matriz jacobiana (obten-
¢idn), caso de campos escalares, definicion de gradiente, calculo de derivadas direccionales con gra-
diente y propiedades del gradiente (demostracién).

Diferenciabilidad de feC ! (enunciado). Diferencial total (definicién), Ax=dx para el caso de va-

riable independiente (demostracion), distintas expresiones para el diferencial total. Definicion de pun-
to regular de una superficie, plano tangente y recta normal a una superficie (dada en forma vectorial y
en forma cartesiana explicita).

Aproximaciones en base al diferencial total , interpretacién geométrica para funciones de R— R y de
R —>R.
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Composicion de funciones: definicion de funcion (%) como composicion de dos funciones dadas,
propiedades de continuidad, derivabilidad y diferenciabilidad de / (enunciado), regla de la cadena en
forma matricial (enunciado). Obtencion (desde la forma matricial) de la expresion de calculo de deri-
vada para el caso especial del tipo 4'(¢y) =V/f(g(¢y))-8'(¢,) , regla practica de derivacion mediante

red orientada.

Funciones definidas en forma implicita: funcién definida implicitamente por una ecuacion (defini-
cion), teorema de existencia y unicidad (enunciado), formula de derivacion (demostracion).

Curvas (planas) y superficies definidas implicitamente (hipdtesis y conclusiones de regularidad); per-
pendicularidad del gradiente respecto de los conjuntos de nivel (demostracidon para curvas y para su-
perficies). Conclusiones sobre uso del gradiente para obtencidon de las ecuaciones de plano tangente y
recta normal a una superficie, y de recta tangente a curva plana.

Diferenciales sucesivos — formula de Taylor:
Definicion y obtencion de d jf (h,k) paraf: D c R —R en el punto 4 interior a D. Generalizacion
para d il f(H) conf:Dc R"— R, hipdtesis, uso del operador.
Formula de Taylor (orden r) para f: D < R'—>R enun U (A) con feC” *1 En especial, para n=2,
con X =(x,y)eU(4) A A=(xy,¥,), obtencién de la expresion:

f(X)=z,(X)+  dpf(X-4) con B=A+0(X-4) A 0<O<I,
donde z=2z,(x,y) es la ecuacion cartesiana del plano tangente a la superficie de ecuacién

z=f(x,») enel punto (xg,v,,/(x0.7)) -

Extremos: Definicion de extremos absoluto y relativo. Condicion necesaria para la existencia de ex-
tremo relativo paraf: Dc R’ — R (n>1):

- Si EIf’(Z, 17) y f(Z) es extremo relativo = f’(Z,F) = 0 (demostracién).
— Si f es diferenciableen 4 y f (Z) es extremo relativo = Vf' (Z)zﬁ (demostracion).

Punto estacionario. Condicion suficiente, uso del Hessiano (enunciado).

Extremos ligados: Concepto, condicion necesaria de existencia — método de los multiplicadores de
Lagrange (enunciado para una o mas condiciones de vinculo).

Curvas: definicion de puntos y arcos simples y regulares (3g' A g’ # 0), arcos suaves (regular + g

continuo). Arco de curva rectificable (definicion), longitud de arco de curva (definicién), formula de
calculo de la longitud de arco (enunciado).
Definicion de diferencial de arco: ds=s'(t)dt =||g'(t)|| dt, ds=g'(t)dt=Tds,con s=s(t).

Concepto de triedro intrinseco, curvaturas de flexion y de torsion.

Operador V : aplicacidon a campos escalares y vectoriales, gradiente, rotor y divergencia, propieda-
des: aplicacion a suma y producto de campos, aplicacion reiterada, Laplaciano. Condicidn suficiente
para asegurar que rot(grad( /(X))) =0 (demostracion).

Integrales de linea: integral de linea de campo vectorial (circulacidon), definicion como
_ b - —
Icf-dE = I f(g()-g'(t)dt donde C es la trayectoria X =g(z) con te[a,b]. Propiedades
a
(enunciado). Trabajo (definicién e interpretacion fisica). Caso de independencia del camino (demos-

tracion). Funcidn potencial, condicidon necesaria de existencia (demostracién), condicion suficiente
(enunciado). Calculo de funcidn potencial (método de trabajo).
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Integrales miltiples: intervalos n-dimensionales , extensidon de un intervalo, casos de area y de vo-
lumen; conjuntos de extension nula.

Integral doble: definicidén (con sumas inf. y superior), propiedades (enunciado), condiciones de inte-
grabilidad (enunciado). Célculo como integrales simples sucesivas (enunciado del teorema para re-
gion rectangular), casos de regiones simples y de regiones subdividibles en cantidad finita de regiones
simples. Cambio de variables (enunciado del teorema), caso de transformaciones lineales y de coor-
denadas polares, lineas coordenadas, elemento de 4rea, diferencial de area. Interpretacion de las
formulas de célculo usadas en aplicaciones geométricas y fisicas (4rea de region plana; masa, momen-
tos y centro de masa de chapas planas; volumenes).

Integral triple: definicidon y célculo en intervalo cerrado y en regiones mas generales, propiedades y
condiciones de integrabilidad (como extension de integrales dobles). Cambio de variables (enunciado
del teorema). Coordenadas cilindricas y esféricas, superficies coordenadas, elemento de volumen,
diferencial de volumen. Interpretacion de las formulas de célculo usadas en aplicaciones geométricas
y fisicas (volumen, masa, momentos y centro de masa de cuerpos).

Area de una superficie: dada la superficie de ecuacion X = F(u,v) A (u,v) € D C IR, interpretacion
geométrica del diferencial de superficie (do=|| F,) A F}}|| dudy) en base a lineas coordenadas. Célcu-

lo del 4rea mediante ﬂD do , hipdtesis de trabajo. Obtencion de las formulas de calculo para los casos

de superficie dada en forma explicita y en forma implicita.

Integrales de superficie: Concepto de superficie orientable. Integral de superficie de un campo esca-
lar y de un campo vectorial (flujo): definicion con superficie dada en forma vectorial

(X=Fu,v) A (u,v)e DcR). Obtencion de las formulas de calculo para los casos de superficies
dadas en forma explicita y en forma implicita, analisis de la orientacion del versor normal.

Teorema de Gauss o de la divergencia: enunciado, caso de campos solenoidales (caso particular de
lineas de campo cerradas).

Teorema de Green: enunciado, célculo del area de region plana con integrales de linea (obtencion de
formulas posibles). Caso de campos de gradiente, relacionar con independencia de la circulacion res-
pecto del camino.

Teorema de Stokes o del rotor: enunciado. Caso de campos irrotacionales, relacionar con indepen-
dencia de la circulacion respecto del camino.

Ecuaciones diferenciales: definiciones de expresion diferencial y ecuacion diferencial. Clasificacion
de las ecuaciones diferenciales, orden de una ec. dif. ordinaria. Definicidon de ec. dif. ordinaria lineal,
grado de la ecuacion. Definiciones de familia de curvas, orden de infinitud, soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias (general, particular y singular).

Ec. dif. ordinarias de 1° orden: unicidad de la solucidn (enunciado). Definiciones y métodos de reso-
lucién de los siguientes tipos: variables separables, lineales, homogéneas, totales exactas y reducibles
a totales exactas mediante factor integrante dependiente de una variable.

Lineas de campo: definicidn, planteo del problema, casos simples de resolucion.

Trayectorias ortogonales: definicion, método de obtencidon. Lineas de campo conservativo como tra-
yectorias ortogonales de las lineas equipotenciales (demostracion).

Ecuaciones diferenciales ordinarias de 2° orden: existencia y unicidad de la solucion (enunciado).
Resolucion de ecuaciones de 2° orden lineales con coeficientes constantes: solucion general de la
homogénea (demostracion), solucion general de la completa como y, + y, (demostracién). Método de
variacion de parametros para la obtencion de y, (demostraciéon). Método de los coeficientes indeter-
minados para la obtencion de y, (aplicabilidad, metodologia de trabajo).

Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales a coeficientes constantes: aplicaciones, uso
del algebra lineal para su resolucion (método de trabajo).
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Resultados de los ejercicios
(No se incluyen graficos ni demostraciones)

T.P. N°1

01) a b c d e f
orden 3 3 3 2 1 2
grado 1 1 I | - 1 1

lineal lineal
02) ¢) y2 =4x—3. e)existen dos soluciones: y=1-x, y:—x2/4. f) x2+4y2 =8.
03)a) y=2xy. b)x+yy' =0. ¢ y'(I-py*)+yy2=0. d) y"=2) +y=0.
e) xy""+3)y"=0 A x#0. f)yy”zy'z.
04)a) (x—1)y'=y+1. b) xyy'—y2 =1. ¢)2xy) =y2—x2.
05) g(x)= KX+t (303 g R,

06) Se comprueba. Si existe otra solucién, ellaes y =0.

07) a) S.P.: 3(y=2)2 +2x> +6x460=0.  b)S.G.: y = Cxe* .

©)S.G.: 2/y—1=x2+C. d)SP.: xy° +xy—x>—10x+1=0.
) SP.: y=-3+vVx>+9. f) S.P.: y:3EXp[%x2—2x]—1.

08) y>—x2=C.

09) y=—2¢" 2.

10) a) y = Cx (no incluye: x=0). b) y=_C. ¢c) y=—x+C (noincluye: x=0).
d) xy*=C. e) x2+y2=CconC>O.

11) x2+2y2:2.

12) x> +(y=5)>=Ccon C>0.

13)a) y = Cx+x>/2. 0) 6y = (x> +4)%-2.
b) y = —l+sen(x)+Ce 5 d) 3y = x*(C-cosB3x)).

14) Se verifica, 1a S.G. es: y =3+ Ce™* .

7 /2+sen(x
15) y= T()—COS(X) .

16) y =sen(x)—cos(x)+2e ".
17)a) x=x,+vt. b)x=x, +v0t+%a12.
18)a) T=T,+(T,—T4) e ¥". b)Con k>0 : T———T4. © k=212 hora™!.

19) Sugerencia: halle las correspondientes ecuaciones diferenciales y verifique que se pasa de
una de ellas a la otra reemplazando )" por —1/y".
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20) a) y = —%x+K. C) x3+y3 =C. e) In|cos (2x)| — 2y? = K.

b) 2x+y> =K. d) y=—ln(x+K). 0 x*+y*=C, C>0.
21) a=1/3.
22) 4742
23) y = x> +2.
24) y=A+Be” —(x+x2)/4,
25) y=Cie* +Cy x+C3.
26) Se verifica, yy =6.
27) a* /4.
28) a) (y—1)>=Cy*(x?~1). b) Se verifica, es y* (x> ~1)=32 (y-1)*. ¢) Se verifica.
29) y=x3+3x.
30) Sugerencia: recuerde que a’—b% = (a—b)(a+b). Las soluciones son: y=x, y =x71,

31) Sugerencia: observe que (yy') = (y')2 +yy".

T.P.N°2
01) interior exterior frontera aislado acumulacioén
P X X
P, X X
P, X X
P, X X
P, X

02) a) 0S = {(x,») e R*/ x> +y*> =4 v (0,0) v (2,2)}.
b) S = {(r,y)eR*/0<x>+1? <4},
c) S'={(x,y)eR’/ x> +y> <4}.
d) No es cerrado, no es abierto, es acotado.
e) CI(S) = {(x,y) e R’/ x* +y* <4}U{(12,2)}.
03) a) interior= {(x,y) e R*/ x> +y> <4, x+y>1}.
frontera= {(x,y) e R*/ x> +1y° =4, x+y 21} U{(x,))eR/x* +y* <4, x+y=1}
exterior = {(x,») e R*/ x>+ > 4} U {(x,y) e R*/ x+y <1}.
Es cerrado, no es abierto, es compacto, es conexo.
b) interior= {(x,y) e K>/ 4x> +7y% <2 , x> 0}.
frontera= {(x,y) e R>/ 4x> +7y> =2, x>0} U {(x,y) e R’/ 4x> +7y% <2, x =0}

exterior = {(x,y) e R /4x> +7y% > 2} U {(x,y) e R*/ x < 0}.
Es cerrado, no es abierto, es compacto, es conexo.
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¢) interior={(x,y) e R>/ x> —y% <3 ,x+y>2}.
frontera= {(x,y)eiRz/x2 —y2=3 , X+y =22t {(x,y)eiRz/x2 —y2 <3 ,x+y=2}
exterior = R — interior — frontera .
Es cerrado, no es abierto, no es compacto, es conexo.
d) interior=¢.
frontera = {X e R’ / X = (a cos(¢), a sen(t), asen(r)),0<t<7/2}.
exterior = R° — frontera.

Es cerrado, no es abierto, es compacto, es conexo.

e) interior = {(x,y,z)eiR3/ x? +y2 <z A x? +y2 +2° <9}.
frontera = {(x,y,z)eiR3 / (x2 +y2: 22 A x? +y2 422 < 9) v

\/(x2+yz<z2 A x2+y2+22:9)}

exterior = R*® — interior — frontera.

No es cerrado, es abierto, es acotado, no es compacto, es desconexo.

04) Analice observando su representacion geométrica.

05)a) D={(x,»)eR%>/x>-1Ayp>2x} U{(x,y)eR>/x<-1Ay<2x}}.
b) Dz{(x,y)eiﬁz/y>x A —l1<x<1}.
©) D={(x,y)eR>/ 1< y+x> <1}.

d) D={(x,1,2)eR>/z> x+y+1}.
e) Puntos debajo de larecta x + y=2 en 1°y 3° cuadrante, excluidos los ejes coordenados.
f) Semiplano y>0 salvo los puntos de larecta y = —x y los puntos del eje y.

@) D={(x,y,2)eR>/ y<1}.

h) D = {(x,y) e R/ x < x? + y* < 2x}.

i)y D=%R2,

) Dz{(x,y)eiﬁz/(yz—Zx AYy20)v (y<-2x A y<0)}—{(0,0)}.

06) En todos los casos se describen conjuntos de nivel &k para distintos valores posibles de & .

a) Hipérbolas equilateras de ecuacion xy =k +2 con k #—2 (1°y 3° cuadrante si k > -2,
2°y 4° cuadrante si k < —2), incluidos ambos ejes de coordenadas (caso de k =-2).

b) Hipérbolas equilateras de ecuacion xy =1In(k) con k>0 A k #1 (2°y 4° cuadrante si
0<k<1,1°y 3°cuadrante si k£ > 1), incluidos ambos ejes de coordenadas (para £k =1).

c) Paraboloides de ecuacion z = X2+ y2 -k, keR.

d) Lineas de ecuacion y = k—|x|, k € R.

e) Puntos del espacio xyz cuya distancia al origen de coordenadas es igual a ek’ con

2 2 k

k € R, la ecuacion es x +y2+z =e".
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f) Para k € R—{0}: circunferencias de ecuaciéon (x—(2k)”" )2 + y2 =2 k)_2 excluido
el origen de coordenadas, para k£ =0: el eje y salvo el punto (0,0).

g) Debe ser k£ > 0. Para £k =0: el plano xy. Para k > 0 paraboloides de revolucion alre-

dedor del eje z de ecuaciones z = k(x2 +y2) 0 z= —k(x2 +y2) excluyendo el
punto (0,0,0).

07) a) conj. imagen: {zeR/ z>0}, conj. positiv.: R*—{(0,0)}.

2 2

inter. planos: en z=0:(0,0),en y=0: pardbola z=x“,en x=0: pardbola z=y~.
b) conj. imagen: {zelR/ z>01}, conj. positiv.. R*—{(0,0)}.
inter. planos: en z=0: (0,0), en y=0: semirrectas z=|x|, en x=0: semirrectas
z=|yl.
¢) conj. imagen: {zelR/ 0<z <3}, conj. positiv.: {(xy)eR?/ X2+ y2 <9}.

inter. planos: en z=0: circunferencia x? + y2 =9, en y=0: semicircunferencia
z=v9—x? , en x =0: semicircunferencia z =+/9 — y2 .

d) conj. imagen: IR, conj. positiv.: {(x,y)eR* x+y <2},
inter. planos: en z=0:recta x+y=2,en y=0:recta x+z=2, en x=0: recta
y+z=2.

e) conj. imagen: {zelR/ z<2}, conj. positiv.: {(x,y)eIRz/ —J2<x<A\2 ¥

2

inter. planos: en z=0: rectas x:i\/z, en y=0:pardbola z=2—-x,en x=0: re-

cta z=2.

f) conj. imagen: {y eIR/ y>—1}, conj. positiv.: {(x,z)eR*/ (x —1)2 +z2>1 }.
inter. planos: en z=0: pardbola y =(x— 1)2 —1,en y=0: circunferencia
(x—l)2 + 22 =1, en x=0: pardbola y:zz.

08) a) por ejemplo: f(x,y) = ln(x2 + y2 -1).

b) por ejemplo: f(x,y) = \/9 —(x+ 1)2 — y2 :

¢) por ejemplo: f(x,y)=(In(3—x—y), \/T)H—l ). (Como seria con campo escalar?.

d) por ejemplo: f(x,y) = [(x—1)? +(y-2)217V2.

09) a) paraboloide hiperbolico, b) hiperboloide de dos hojas, ¢) elipsoide, d) --, e) plano, f) --.

10) a) semicircunferencia de ecuaciéon y =+1—x” . b) trozo de hélice circular con 0<z< 7.

11) b) X = (2cos(u), 2sen(u), 2cos(u)) con 0<u<7/2.
= szry2 =4
¢) Sobre xy: X =(2cos(u), 2sen(u), 0) Au [0,7/2]; con x>0Ay=>0.

Sobre xz: X = (u,0,u) A ue[0,2] ; {z—x con 0<x<2.
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yz+z2 =4

Sobre yz: X = (0, 2sen(u), 2 cos(u)) A u €[0,7/2]; { con y=20Az2>0

X =

12) interior: S = {(x,») eR?/ 1<x? +y2 <2}
puntos aislados: {(n_l,O) eR? /neN ,n>1}.
frontera: 0S = {(x,y) € R2 / x> +y2 =1 vx? er2 =2 v (n,0),nelN} U {(0,0)},
conjunto derivado: S" = {(x,y) € R2 /1< x? +y2 <2} U{(0,0)}.
clausura: CI(S) = {(x,y) € K2/ 1<x? +y2 <2 v (n',0),nelN} U {(0,0)}

T.P.N°3

0l)ayL=2. b) 4L. ¢) L=0. d) AL.
02) Al no aclararse otra cosa, (sen(u)/|u |, u In(x))tiene dominio natural IR™ y ambas com-
ponentes tienen limite en R™.

En cambio (sen(u)/|u|, u) estd definida en R—{0}, donde no existe el lim sn (u)/|u|.
u—0

03) Existe, L=(1/2,1,1).

04) a) Es curva (recta en 5}%2). b) escurva. c¢) escurva. d)es curva (recta en 9{3).
e) No es curva pues el dominio es desconexo. f) no es curva pues g es discontinua en 0 .
05)a) L=1/2. b) L=0. c)A4L. d)AL. e) L=0. f)AL. g) AL. h) AL. 1) AL.
J)AL. k) AL. 1) L=0. m)AL. n) L=0. o) AL. p) L=0. q) AL.

06)a) D = {(x,y) e R>/|x|<1Ax#0}.
b) 4 lim f(x,y) , lim f(x,y) = lim f(x,y)=0.
(x,9)—=>(0,59) (., )—=>(=Lyo) (x,y)—=>(L,y0)
07)a)AL. b)AL. c) L=1/8. d)3L. e AL. f) L =(0,1/2).
08) Por ejemplo X = (x, 2, x2 +4) con x € R esta incluida en S por ser una de sus lineas

coordenadas correspondientes a la representacion X = ( x, y, X2+ y2 ) con (x, y) eiRz;
para x=1 la imagen es el (1,2,5). Es curva por ser imagen de un intervalo real (R) a

través de una funcion vectorial continua (componentes continuas: una constante y las otras
del tipo polinomio).

_ 2 _ .2
09)a) Por ejemplo C:{ » =" , (1), también podria ser C : Y=Y ).
z=2x z=2y

b) La forma (2) indicada en la respuesta (a) muestra que los puntos de C estan sobre el
plano de ecuacién z =2y, por lo tanto C es una curva plana.

c) La ecuacion cartesiana de la superficie es z = X%+ v,y con ella cumplen todos los

puntos de C.
10) a b c d e f g h
continuo X X X
no continuo X X X X X

11) a) No. b) Si,con f(x,0)= x2. ¢) Si, con g(0) =(1,0,0). d) Si,con g(0) =(1,0).
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12) a) R2 —{(x,0)0eR?/ -2 <x<2}. b)R>.
2
13) a) Comience demostrando que

53 < 1 en todo entorno reducido de (0,0).
X~ + y

b) No se puede, todo punto (x, y)de dicha linea tiene coordenada x > 1.

14) Comience por expresar los productos escalar (para /) y vectorial (para w ) en funcion de
las componentes de f yde g .

T.P.N° 4

01) En cada caso se indica una respuesta posible a lo requerido.
a) Ecuacion C: X = (x, x2, 5—x2) Axe R, rectatg: X =(2+u, 4+4u,1—-4du) AueR.
Plano normal: x+4y—4z=14, X =(14—4y+4z,y,z) A (y,2)eR’.

b) Ecuaciéon C: X =(x,x—1,2x-1) AxeR,rectatg: X =2+u, 1+u,3+2u) nuecR.
Plano normal: x+y+2z=9, X =(x,,(9—x—)2) A (x,y) e R*.

¢) Ecuacion C: X = (2cos(),2sen(?),2) A t €[0,27], rectatg.: X = (u,2,2) AuecR.
Plano normal: x = 0, X =(0,y, 2) A (,2) e R*.

Las tres son curvas planas, pertenecen a los planos de ecuacion:
a) y+z=5. b)z=x+y. ¢)z=2.

02)a) No. b)Si,en (6,0.5,5.5) yen(15,2,7). c¢) No.

03) Por ejemplo, el plano y =0 contiene a los puntos (2,0,0), (-2,0,7) y (2,0,27)de la curva,
la curva no es plana pues (0,2,772) € C pero no esté en el plano antes mencionado.

04)a) fy(x,y)=4x> +2y+)° , f}(x,y)=2x+3xy” ambas definidas en R*.
b) fr(x,.2) =2ye™™, f1(x0.2) = ¥ +32¢>, f1(x,0,2) = € las tres def. en R
2 2 2 2
¢) fr(x,y)=(1+2x")e" TV, fl(x,y) =2xye" TV ambas definidas en R*.

O i) =i s S =

>=— ambas definidas en {(x,y) € R /x=0}.
X +y

&) f1(x,) =" | f1(x,y) = ") ambas definidas en %°.
2, .,25\2 2 2, .,2\2
D fr(e) =20 T f () = 2™ V) ambas definidas en %2
05)a) fx(1,2) =10, f7,(1L.2)=2. ¢) f3(0,00=0, A /7(0,0).
b) /LD, fLLD)=2. d) #/:(0,0) , /,(0,0).
06) a) Por ejemplo con limite por rectas. b) 7'(0,7) = 0 sélo existe para los 7 del enunciado.
07) 7'(0,7) =0 V7 € R*. La discontinuidad por ejemplo con limite por y = x°

08)a) Se demuestra usando definicion. b) Se verifica.
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09) Comentario: tenga en cuenta que en este caso la regla practica de derivacién no permite
concluir sobre la existencia de la derivadas parciales en el origen.

10) f'((L,-D), r)=-22/5.
11) a) solo es derivable con resultado 0 segtn (0,1), (0,—1), (1,0) y (-10).
v /u siu+#0
0 siu=0
12)a) 1°y2°en R* —{0}.
b) 1°y2°en {(x,y)eR* /x#0A y>0}.
©) fr» Sovs fry €0 RE—{0}; [, S, Sy R
d)1°y2°en {(x,y,2)eR’/ yz>0}.

con u’+v>=1.

b) /'(0,(v) = {

13)a) Angulo = arccos(2 \/%) . b) tiempo = 2 segundos.
14) Ayuda, recuerde la definicidn de transformacion lineal.

15) k =(-2.2).

16) Suponiendo g derivable en entorno de xp =1, g(x) = 2L
17) Suponiendo g" existente, g(x)=x— X2

18) Suponiendo g" existente, g(z) =1+ Exp[2(—1)].

19) Se verifica por simple calculo y reemplazo.

20) Se demuestra por simple calculo y reemplazo.

21) Seglin se enuncia, debe trabajar derivando f(x,y,z) = % con k constante.
X +y +z

kx
X+ +2%)

22) Observe que, por ejemplo, P(x,y,z) =

23) £7(1,0)=0.

24) El dibujo intenta mostrar que la interseccion de la superficie con el plano xz es una recta pa-
ralela al eje x.

3/2 ¢

T.P.N°5

312

01) a) Df(¢t) = , W={teR/t#-1At#m/2}.

1
_ 2cos(#)  sen(t)
Qt-n)* 2t-x

3 2 3 2
—X X —X _
b) Df(x.y) =| s 5o | W =R {0}
(x"+y7)" (xT+y7)
2x 1 0
Df = 2 W= %/ 242220y,
¢) Df(x,y,2) 22xz2 0 222 2+1n(x2+22) ; {(x,0,2) € x“+z-#0}

X +z X +z
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kr_3(1—3x2/r2) —3kxy/r5 “3kxz/r
ADf(x,v,z)=| -3kxy/r>  kr31-3y*%)  3kyz/r |,W=R-{0}.
“3kxz/r Bkyz/r0 kr31-3z2247)

y6—xzy2 2x3y—2xy5 ( ) (0 O)
&) DI =1 (2 1y*? () Sy OY o —w?2 oy O
0 0 ) si(xy)=(0,0)
3 2.2
) Df(x,y)=[ 2xy” 3y J W =R,
2(x=y) 2(y—x)

02) Si existe, 7'((0,0),(2,~1)) =2.

2 )
03) f’(ﬁ,(u,v)):{u /vsiv=0 con u2+v2 =1, no es cont. en 0= no es difer.en 0.
0 siv=0

04) a) 7'(0,7) =0 V7 e R*. No es diferenciable en 0, por no ser continua en el origen.
b) 7(0,(u,v)) =u>v con u> +v> =1.
Direcciones de derivada maxima: (\/2_/3, 1/\/5) y (= V273, 1/\/5) )
Direcciones de derivada nula: (1,0), (—1,0), (0,1), (0,—1).
No es diferenciable en el origen. Si lo fuera f'(0,7) = Vf(0)-7 V7 € R*, como en
este caso resulta V£'(0) = 0 y las derivadas deberian ser nulas en toda direccion.

05) La funcién no es continua en (0,0) = no es diferenciable en (0,0), por lo tanto la grafi-
cade f no admite plano tangente en (0,0,0).

06) Unicamente en el punto (1,0,1), ecuacién del plano: z =1.

3_ 2 2 2
07) Para el limite observe que: ~——- L u

Derivada direccional: £'(0,(u,v)) = S —uv? Vi = (u,v)e R2.

Por otra parte, f'((0,0),(u,v)) # Vf(0,0)-(u,v) = f no es diferenciable en (0,0).
08) a)4.05. b) 2.02.
09) Aplicar f(X) = f(A)+ Vf(A)-(X —A) (aproximacion mediante diferencial primero).
10) Plano tangente: x+3y+4z =8. Rectanormal: r, :{j__j; :: 98 .
11) (-1/2,0,-1/4) y (0,1,0).
12) (0,0,0) y (2,4,4).
13) ) T = (—=7//85,—6/7/85), Finin = (7//85,6/4/85),

Foula; = (—6//85,7//85) , Fouta, = (6/4/85,7//85).

b) A= (1,0,0), Finin=(—1,0,0), 7iputa = 02,v) V(u,v) € R> / u® +v* =1.

* r . . .
) Acercandose por rectas es sencillo probar que fJ’/ no es continua en el origen.
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14) 5+11/3/2.

15) a,beR talque a=(b-2)/4 y b#2/3.

16) 7y = (2/14 ,1/:14 ,3//14).

17) a) f/(A,(59) =2 , b) f'(A,ing) =245 , ©) f(4+(0.01,-0.02))=3.08.

18) £(0.98,0.01) =1.02.

19) z=10x-5y+5, f(1.01,1.97)=5.25.

20) Si. Dado que la superficie admite plano tangente, f* es diferenciable en (1,2); entonces se
puede usar el gradiente para calcular la derivada direccional. Resulta:
F1(1,2),7) = —52/8.

21) a) 0.88 + 0.04 kQ.

b)39.2 + 1.6 cm’.
C)para z=xy y z=x/y : 8re1Z:8rel +Ey
X

_ 2.3, _
para z=x"y" : Erelz =2 Erelx +3 &4

d) 19.5 £ 0.975 kQ. Es decir, 19.5kQ al 5%.

Cuestionario, item ¢):
Verifique que la f propuesta cumple con la definicion de diferenciabilidad en (0,0).

Por otra parte, Con lo cual f] no es continua en (0,0), esto
4x* + y? ) puede demostrarse analizando limites por cur-
S =dranTa o (x,3)#(0,) Por ciemmnl nd _ .
x (XY 3x2 3 x +y vas. Por ejemplo, acercandose por x = y~:
0 si (x,y) =(0,0) lim fL(y*,y) = .
y—0

También puede analizarse por x = 3*'*con y >0 resulta lim (72, y) =1/3.
y—0

T.P.N°6

01) a) Ambas quedan definidas con dominio R2.
- -1 1 - 2 2
D(f-g)1,])= ; D(ge (LD = .
(/o)D) (3 _J (g )LD [O _J
b) Dominiode fog ={ueR/u <2}; dominio de §0f={(x,y)e§R2 /y=0}.

D(fo)D)=(05): Do )LD = [_11 _lfzJ
c¢) Ninguna queda definida; tampoco sus matrices jacobianas.
d) Dominio de fog = {(u,v,w)eR> /u<1};
dominio de go 7 = {(x,y) e R% / x> <1}
) 2 -1 -2 ] .
D(fog)OL)=|-3/2 1 1 |; D(gof)0,])= [1 . J
1 -1 0
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02) Por ejemplo, = fog si
fiDrc R >R/ fuy) =uln(v) con Dy ={(u,)eR*/v>0} y
g:Dz <R >N/ g(x,y) = (x,1-xy)con Dg ={(x,y)eR*/xy<l1}.
03) a) f(u,v)=2uv-2v—u , glx,y)= (x—y%, x+2xy-1).

x+y=3
b)-3. ¢ . d) No.
x+15z=92
04) f1(0,1) =—1.
05) Vh(0,0) = (0,—2). No se puede pues 7 £, (1,—1) = f no es diferenciable en (1,—1) A
06) 0.
07) Se verifica.
08) a=2//5 obien a=-2//5.

09)a) {(x,y)e R2 - {0}/ X%+ y2 =5x/2}. Es decir: puntos de la circunferencia con centro
en (5/4,0) yradio 5/4, salvo el origen de coordenadas.
6cos(t) (1-3sen?())

b) e = (=3/5,4/5).  ©) 32/50. d) e (001

e) 1.4 %.

10) f(x,3) 2 1+(x-D+3(y-1).

11)a) Vf(1,-2) =(-1/3,—-1/3).
b) Plano tangente: x+ y+3z=2.Rectanormal: X = (1+¢,—-2+¢,1+3¢),t€R.
c) Para #/3: f'((1L-2),) = —(1+\/§)/6. Para —7/3: f'((1,-2),») = (—1+\/§)/6.

12) (~1/2,-1/2,1) 'y (1/2,1/2,-1).
13) —6642/7 .
14) f'((50>30)s ) = 21 x3 + i -

15) Se cumple, demostracion a realizar por el alumno.
16) No.

17) Fouta, = (/N5 N5) | e, = (-2/35.1/45).

18) x+4y+6z+18=0.
19) Satisface, demostracion a realizar por el alumno.
20) Se verifica, justificacion a realizar por el alumno.

21) W), ek ) =572 .

22) h(2.98,2.01) = 52.4175.

23) Se verifica pues #'(2)=-5/2<0.

24) g(x)=2/x—-1).

25) f(u) =u+C con C constante arbitraria.

) Observe que en este caso / resulta infinitamente diferenciable en IR?, atin con f no diferenciable.
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T.P.N°7

0) a) p(x,y) = 4+11(r=2)+(x=D* ~(x-D(r=2)+6(r-2)> +(y-2)".
b) £(1,2) = 4. Se puede calcular evaluando el polinomio dato en (1,2).
02) Se verifica.

03)a) f(x,)) = —4+2(x=2)-2(y-3)+ (-2 +1x-2)(r-3).
b) () = (x=1)+(r-2)—3 (x=D*+3(x-D(y-2)- T (-2

2 2
9) f(x,y,z); (x2_1) _ ()/;2) n (X—gl) N (y—82) +é_%‘€y_2)+
3(x-)z (y-2)z
e

d) f(x,y,2) = 1—x+z—%y2+%zz—xy—xz.

04) a)0.96. 1b)4.0025. ¢)2.97.
05) g(x) =K /70 con K constante arbitraria.
06) a) £(0,0) =2 minimo local.

b) £(0,0) =0 no es extremo local.

¢) f(0,0)=0 no es extremo local.

Sugerencia para “b)” y “c)”:
Dibuie el conjunto de nivel £(0,0), laregion S~ donde f(x,y)> £(0,0) yla regién S< don-
de f(x,y)< f(0,0) ; luego observe qué valores adopta f alrededor de (0,0).

07)Note que f(—a,a)=0y f(x,y)>0 en todo punto, en especial en un entorno de (—a,a).

08)a) £(0,0) minimo relativo.

b) No produce extremos.
¢) f(a,a) minimo absoluto (en sentido amplio) para todo a € ‘R.

d) No produce extremos.

¢) / produce minimo absoluto en sentido amplio V(x,y) / (x—4)> +(y—2)* =10.

f produce maximo local y absoluto en sentido estricto en el punto (4,2).
f) No produce extremos.

09) 7(1,0) =1/2 méximo absoluto, £(0,0) = 0 minimo absoluto.

10) Los puntos (0,y) con y € R, es decir, los puntos del eje y.

11) Méxima en (1,/3) y (1,—/3) ; minima en (-4/3,2v5/3) y (—4/3,-25/3).
12) f(L1)=4 es méaximo local.

13) Observe que la suma de numeros positivos siempre resulta mayor que el mayor de ellos.
14) Aplique derivada de funcion definida implicitamente y derivada de la composicion de fun-
ciones. Por ejemplo, para obtener la expresion de f)g, (x,,y,) tenga en cuenta que:

Fele) == FEES con 2= f(0).

15) @ (x,) = 436 — x> —4y? . ¢(0,0) méximo; @5 (x,y) = — /36— x> —4y? , 0,(0,0) minimo.

2 2 2 2
16) @y (x, y) = ,/%, 0,(0,0) méaximo; g (x,) = — %, >(0,0) minimo.
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17) a) f(— 1,—1) = —32es maximo local, f(1,1) =32 es minimo local.
b) f(—1/3,—1/3)=-5/27 no es extremo local, f(1,1)=1 es maximo local.
¢) f produce minimo relativo en sentido amplio en todo punto de la recta 4x—-3y =2.

d) No produce extremos.
e) f(1/8,—-3/8,1/4) =—-1/64 es minimo relativo.

f) f(-8,—-16,—4) =112 es maximo relativo; f(2,4,1) =—13 es minimo relativo.
18) El mas cercano: (1,5). El mas alejado: (1,-1).
19) a) diametro = altura =m : b) diametro = altura= (4 V/ 7).
20) Los puntos a unir son el (1,1/4)de la recta con el (1/2,—1/4) de la pardbola, la distancia

entre ambos (longitud del camino a construir) es de 1/ V2.

T.P.N° 8
01) Por ejemplo:
a) X = (t,2) A te[-12]; X=2-u,2-u)®) A ue[0,3].
long. = (2v/5 +44/17 +argsenh(2) + argsenh(4))/4 = 6.12573.
b) X =(2+2cos(t), 1+ 2sen(?)) At €[0,27];

X =(2+2sen(u), 1+ 2cos(u)) A u [0,27].
long. =4r.

¢) X=(acos(t), bsen(t) At €[02x]; X=(asen(u), becos(u)asen(u)) A u €[0,27].

2
long. = [ 7 JaPsen® (1) + b2cos? (1) di .

d) X=(2+¢,3-1,2t-1) Ate[0]]; X=(3—u,2+u,1-2u) Auec[0,].
long. = J6 .

&) X=(t,12,2-1) Ate[0,2]; X=(2—u,(2—u)*,u) A uc[02].
long. = 3\/§+argsenh(2\/§)/2z 5.12401.

) X=(2cos(?), 2sen(?),2) At €[0,27]; X =(2sen(u), 2cos(u),2) A u €[0,27].
long. = 4r.

g) X=(9v,3-v,3+v)Ave[l,2]; X=(9B3—-1),t,6—t)Ate[l,2].
long. = V83 .

02) 4+7/2.

03) 95 .

04) k (\/3/_2 -2 / 6); k constante de proporcionalidad.
05) G = (8/9,16/9,4/3).
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06) Sugerencia: recuerde que 4 -h = |h ||2 y derive ambos miembros en las condiciones del
enunciado.

07) a) )_(=(2 cos(%), 28%(\63;} 2({5/?“)] A SE[—\/gﬂ,3\/g7Z'].

b) curv. flexiéon = 0, plano osc. y curv. torsidén: no quedan definidos.
d) ¢f = 1/R con R radio de la circunferencia.
e) (—278/5,-144/5,293/12).

08) En IR%: observe que si X = (x(?),y(2)) , entonces ds = (dx,dv).
g(®)
g

11) —4/3.

12) 16/21.

13) 122/3; Pto.inic. = (0,1,2), Pto.final = (2,9,6); no ( Df no es simétrica ).

14) Cuando admite funcidn potencial, se indica la familia de funciones a la cual pertenece:
a) x+y+xy—x2y+C. c) yz+sen(xzy+C.
b) No admite funcion potencial. d) X2 +x y+x+zy+ 2+C.

16) Se demuestra. Se verifica. El campo no admite funcidn potencial en su dominio.

3

17) Se cumple, la expresion de la funcidn potencial es X2 y—x +x+2.

18) g(x) = x> +2.
19) 27.

20) Demuestre que la circulacién en camino cerrado no es nula.
21) a=b=3.

T.P.N°9
01) a) 125/24. b)%+%. ¢) 8/3. d)0.5. e)20arcsen(1/+/5) = 9.27295.

f) 33+ 47/3 29.38494 .
02)a)2. b)0. ©2. d)l. €095 £ l1-InQ).

3
03) Llamando r al radio y & a la constante de proporcionalidad: masa= akr ;

G = (0,0).

05) a)%. b)e—l. )12—5

06) a)2. b)3zab. ¢)16384. d)6. ) 37/2.

07) a) 2v27.  b) V27 (e* —1)/8 = 29.7663 .
08) a) r.
09) 4 .

P

10) a) 37/4, planteo en cartesianas: (x +y ) dy.

: V3 V3
b) 4, planteo en cartesianas: .[0 xdx J. /X\B dy.
—X
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[, 2 2 2
4xdy.|-(;1x y

32 : [ 2, .2
11) i 57r,p1anteo en cartesianas: Iodxjo x“+y“dz.

12)a)%. b) 9. c)§a3(3ﬂ'—4). d)gmﬁ(\/i—l). e)%.

2 7
367 . 2L, h)2se6r.
f) 36z g)3 5 ) 2567

13) G = (38/25,52/25, 6/5) .
14) k£ 8192/15 .
h

15) (@)l

16) 0.

17) a) k%ﬂ. b) kz2/8. ¢ T2k.

18) 64x/3 .

T.P.N°10

01) a) param.: X = (u,u’,v) A (u,v)e R, cart: y=x>.
b) param.: X =(u+v, u? V) AWV)ER?, cart: y—z = (x—z)z.
¢) param.: X =(2cos(u), 2sen(u),v) con u €[0,27], veR; cart.: X2 +y2 =4.
d) param.: )_(=(u+2v,2u+v,u2) A (u,v)e R*, cart.: (2y—x)2 =9z.

02) a) param.: X (uv,uzv,l—v) A (u,v)eR?, cart.: X2 = y(-2).
b) param.: X =(u,,0) A (uy)e R?, cart.: z=0.
¢) param.: X =(2vcos(u), 2vsen(u), 2—2v) con u €[0,27], veR;

cart.: x° +y2 = (2—2)2.
d) param.: X =(v,2v,w) A (v,w)e R?, cart.: y=2x.
03) a) X =(2sen(d)cos(p), 2sen(d)sen(p), 2cos(d)) con 6 e[0,7], 9 €[0,27].
b) X =(2cos(u), sen(u),v) con uc[0,27],veR.
c) X =(6sen(d)cos(p), 3sen(d)sen(p), 2cos(d)) con O <[0,7], ¢ [0,27].
d) )_(z(u,v,u2+v2)/\ (u,v)e R*.
05) a) 57/8. b) 487+/3. ¢) 8. d) 47 R*. e)4. ) 73 +2). g V6 -2/3. h) 97 /6.

06) %r 732 _ 5312y

07) Observe que este caso F -71 resulta constante.

08) Observe que siendo S plana 7 es constante.
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10) a) 224 7/3.
b) 32rx.
0 5618

con n orientado desde S hacia el plano xz.

d) % con n/n-(0,0,1)>0.
e) 46—r.
11) 16/3 con n orientado desde S hacia el plano x,z.
12) 64 con n/n-(1,0,0)> 0.
14) 24.
15) 8/3, superficie orientada hacia zt.

16) z/2, % orientado hacia z™ .

17) 127x.

T.P.N° 11

01) Por ejemplo: Area(D) = LDJF xdy; también, Area(D) =— faDJr ydx.
a) abr. b)3x. c)r.

02) 1/30.

03) /2.

04) —20.

05) 81/5.

06) a)3. b)O.

07) 24.

08) —337.

09) 3847—-138.

10) Se puede demostrar aplicando el teorema de Green, considerando las hipdtesis adecuadas
para la curva.

11) ¢(—=1/3,—1)=20/9 es maximo local, #(1/3,—1)=16/9 es minimo local.

12) —4r.

13) Sugerencia: considere otra curva C; segun se indica en el

dibujo y aplique Green en la region D entre ambas cur-
vas. De esta manera podra demostrar que

fds = f-ds ; es decir,
§c+ §c1+

C

X

el resultado de la circulacion rodeando A4 no depende de
la curva. Asi, si el célculo con una C cualquiera resulta 0 , todas las circulaciones en ca-
mino cerrado seran nulas, entonces f es campo de gradientes. Si C no rodea al punto

y 4 ¢C, aplicando Green puede demostrar que la circulacion es nula.”

® Cuando C rodea al punto no se puede aplicar Green pues f & C' en 4 .
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14) No admite funcién potencial.

Sugerencia: calcule fc . f-ds por ejemplo con C : 457 + y2 =1.

15) Tenga en cuenta las hipdtesis del teorema, en especial respecto de la superficie.
16) Sugerencia: analice la matriz jacobiana y circule a lo largo de una circunferencia con cen-

tro en 0 y radio cualquiera. U(x,y) = kq/r con r=+/x>+y".

17) U(x,y,z) =kq/r con r=+x*+y*+2z%.

18) a) No. b)No. c¢)No. d)Si.

19) Demostraciones a cargo del lector, aplicando definiciones y teoremas.

20) 21, circulando en el sentido (6,0,0) —(0,3,0) —(0,0,2) —(6,0,0).

21) 4, circulando en el sentido (2,2,0) > (2,0,2) > (2,-2,0) > (2,0,-2) > (2,2,0).
22) 6 —16/3.

23) 18.

24) 24, nsaliente del cuerpo, g C L

25) 4z, considerando versor normal a S tal que 7 - (0,1,0) > 0.

26) 0.

27) 257/12,con n/ n-(0,0,1)>0.

28) Sugerencia: cuando S no encierra a A aplicando el teorema el flujo resulta nulo; si S en-

cierra al punto A use una superficie auxiliar entre S y el origen y aplique el teorema al
cuerpo H que tiene como frontera los puntos de ambas superficies.

29) 4rxkgq, el resultado no cambia para toda superficie suave a trozos que rodee al origen.(#)

30) Sugerencia: aplique el teorema de la divergencia.

31) Sugerencia: aplique el teorema de la divergencia y recuerde que si el integrando es mayor
o igual a cero el resultado de la integral también lo es.

32) 127z ,con i/ n-(0,0,1)>0.

33) 0.

34) f(x,1,2)=(z+Bx—yxH2,(5y—xy*)2,2xyz-52).

35) 324r/5.

36) a=1, b=-3; es un minimo local.

T.P. N° 12

01) a) yIn|x|-y+x=0. b) y2=x>+Cx. ¢) tgy/x) =1+In|x|. d)yln|y|+Cy+x=0.
02) x2+y2:Ky.

03) y2—x2+2xy+2x+6y=C con x+y+3#0.

04) a) x’y+sen(y)=C. b)2x+2y—-x2y>+1=0. ¢)3x’>y—x1y>+2)y>=C.
2
dyy=— e h|x|=C+Z. ) y*+)sen(x)=C.
x+C X

05) y= (C+ln(x)) e

® Se supone 0 interior a un cuerpo H, la superficie es la frontera de H, 7 saliente de H.
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06) a) y=Ae *cos(3x)+Be *sen(3x).

b) y = Ce* +Cre®* +Cyxe? —271,

c) y:Clex+C262x—x—ex—xex+x+%.
d) y = (Csen(x)+ G, cos(x) +xsen(x)+ cos(x) In(] cos(x) |) .
e) y=Ce*+Cyxe’ +xe’In(|x|).
f) y=Ce *+Cy—sen(x)—cos(x).
07) C;+Cye * +x* —2x.

08) a) y=2e * +2e2% +2x-2x% 3. b) y = ie_x +ze2x +le3x
12 3 4
—X

¢)y= el_O (3 cos(x)+1 lsen(x))+ % sen(2x)— % cos(2x)

2 3
d)y=x—1+ex+x7+%. e) y=1-2x-2e “+3e".
09) y = C, cos(x) + C,sen(x) +2x>.
10) a;) En metros: (i)
x(t) = s [5-5¢ 2 cos(50)—2¢ Hsen(51)] = wl 1S
20
= ﬁ [5—- V29 e_ZZsen(S t+arctg(5/2))] o
x(t)t_)4oo> 0.05 m =50 mm, oscilacién amortiguada. 0.5 1 1.5 z 2.5 'E

a;) En metros:

—29¢/3 =3t
x(t):ﬁ(s—%e —2 e

x(t)————> 0.05 m =50 mm, sin oscilaciones.
f—o0

0. 1 1.5 ¢z z.5 f[

b) [x]=m/s, [x"]=m/s*, [M]=kg, [k]=N/m, [d]=Ns/m.
11) En volts:

1 2t 21 _ et
v(t)—m[S—Se cos(5t)—2e “'sen(51)]= 50 o — =
30
=L [5-729 ¢ ¥sen(5 1+ arctg(5/2))] i
10
V(t)t—>—oo) 0.05 V =50 mV, con oscilacion amortiguada. T : 1 1: 2 z: TH
12) 0<k<6.
13) Respuestas en forma cartesiana, con lineas orientadas segun f en cada punto:
a) (x—y)(x+2y)’> =K. ©) y=Kx’.
b) »?-x’=K. d) ky? —x*=K.

Comentario: Observe que para k =1 las respuestas “b” y “d” coinciden pero los campos
son distintos; es decir, la forma cartesiana de las lineas de campo no permite
deducir de qué campo vectorial son las lineas que se estan describiendo.
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e) Excluido el origen, familia de semirectas que parten (si k g > 0) del origen o llegan (si
kg <0) al origen en el plano xy.

f) Idem “e” en el espacio xyz.

g) Conviene el planteo paramétrico (ver a continuacion).
x—A z—B
h) ==

; todas las rectas de R’ dirigidas y orientadas por (2,1,3).

Planteo paramétrico, imponiendo f(g(7)) = g'(f) sélo se obtienen respuestas relativa-
mente sencillas para:

a) X=(Cle +2Cye 2", Cl —Cye ') A teR.
b) X =(Cle'+Cre ", Cle'—Cre™") A teR.
c)

<

= (G e''%,Cr e ) con teR.
X = Clet + Cze_t/z()OS(@f)-i- C3e_t/2sen(§t)

9 1y=0d-L-G \/E)e"/zcos(%)—%(cz\/ﬁC3)e‘ 2sen(*26) con R
2= G —L(Cy + 53 e P cos(Bny+ L3 - Cy) e sen(%)

h) X=(C+2t,Cy+t,C3+3¢) con teR.

Los otros casos son muy complicados; por ejemplo, para el campo electrostatico plano
seria:

v _ |46k 13 BBk 15 1>0 si kg>0
e) X = t', t con .
\/A2+Bz \/A2+32 t<0 si kg<0
g(u)
. . . gl /_J%

Una parametrizacion simple para kg >0 es X = (Cu,Cyu) conu >0; pero esta for-
ma no cumple con la ecuacién (1).

Es decir, la representacion geométrica de las lineas sigue siendo la misma (semirrectas
orientadas alejandose del origen) pero se perdi6 la relacién con E ; a esta Glltima tam-

bién se podria llegar desde f(x, y)=(x,y) que claramente no es el campo E original.

Para trabajar en base a trayectorias ortogonales, seria por ejemplo el item 13d con £ =1;
en este caso, suponiendo que @(x,,y,) = ¢, es el valor del potencial que fisicamente con-
viene imponer en el punto (xo,),), resultan:

Familia de lineas equipotenciales: x2 y2 - —x0 yO +¢,=C

Familia de lineas de campo: y2 —x’=K , orientadas segun f en cada punto.

) Son semirrectas orientadas (sentido de arcos crecientes) que “salen” del origen en el caso de & q >0 ,yllegan
cuando kg < 0; la forma especial del resultado surge de la imposicion f(g(1)=g'(¢) .

La respuesta contempla las lineas del campo generado por una carga eléctrica puntual ubicada en 0, en ambos
casos: carga ¢ positiva o negativa. Siendo & una constante del tipo 1/ (4 7 &), donde £>0 (permitividad) es

una constante que depende del medio (caso de dieléctrico lineal).
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14) Recuerde que, bajo ciertas hipotesis, f = V¢ es ortogonal en cada punto al conjunto de
nivel de ¢ que pasa por ese punto.

1 ¢ 171 44 5 3 1
——e ———e ——cCos(f)——sen(’)——
()= 7sen() =

X =
5 170 17
15) a) __%e—[_i_ﬁe“'t+LCOS(I)+iSen(t)
Y=73 85 17 17

b) (x,,2)=(v,1,0, th—% gt2) .

0 x=C e ! +Cye!
y=3Ce+Cye ! +cos(t)

x=Cre 2 +(2/3)Cy e

d) yy=-C ey G, el + Cye .

z=-C) e +C, e - Cye!

y=3-2¢"
-1
€)1y =€
y3=e'-3

f) x:ezt+e3t+t+t2
y:262t+t+1






